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af La Courbe de Peano

La courbe originale de Peano se trouve illustrée page 51 du n® 60 de M et P.
Les courbes dites de Peano sont celles qui ont joué un réle important dans I’élabo-
ration du cencept de dimension fractale. Voyons sa construction. Comme d’habi-
tude, la premiére approximation est constituée d’un seul segment de longueur unité,
La seconde approximation se base sur le générateur suivant que 'on applique aux
quatres cdtés respectifs du carré :

En fait, le générateur peut se redessiner comme suit ;

,

On-voit ainsi mieux le trajet parcouru entre a et b. Ce générateur donne lieu
aux résultats ci-contre: de méme, la courbe obtenue avec le premier générateur de
Peano se trouve ilfustrée & la page suivante. On s’apercoit que de complexité en com-
plexité, 1a courbe de Peano devient de plus en plus dense pour remplir un carré de
surface double au carré initial. En fait, ¢’est la courbe limite, aussi appeliée "'lle
de Peano’’ qui remplit tout le carré en étant de longueur infinie, en délimitant une
surface finie et en ne repassant par tous les points du carré qu'une et une seule fois !

Déja, en complexité ¢ =6, on a l'impression que a courbe remplit tout le carré,
ceci est d0 4 la saturation de écran de 'ordinateur dont la résolution graphigue
se voit dépassée !
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Proprigté 1 : fa Courbe de Peano passe par chague point du carré

¥ (preuve topologigue raccourcie)
Le générateur de la courbe est une courbe continue
=3 I’objer fractal ainsi déterminé est continu sur [0,1], intervalle compact
=> son image esl aussi un compact
{car image d’un compact par une fonction continue est un compact]
Or, son image contient un sous-ensemble dense du carré
=» L’image coniient le carré entier

A
Propricté 2 . fa Courbe de Peano est de dimension 2
¥ L’image de la courbe contient le carré entier {par Prop. 1)

la dimension fractale (aussi biea que topologigue} vaut 2: D = Dy = 2
puisqu’etle peut par homothétic interne recouvrir le plan.

b} La Courbe de Von Koch

Cetle courbe (illustrée page 54, n° 60) est de dimension fractale

D= 1084909
log 3

Avec cette courbe, on peut obtenir bien des variations; si, sur les trois cdtés d’un
triangle équilatéral, on dessine cette courbe en crientant les triangles vers 'intérieur,
on obtient les schémas de la page 62, en les orientant vers l'extérieur, on obtient
fe trés joli flocon de Yonr Koch suivant




Schématiquement, le dessin est le suivant :

g 60° . Vi

] 6

ia hauteur est H =

Exemple d’objet fractal créé avec .

1 log 5
5 segments de longueur — =» D = &= 1,4650
seeme Buetr 3 log 3
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Propriété de lu Courbe de Von Koch : elle est infinipérimérrique en délimitant une
surface finie

Preuve (analytique)

¥ Désignons par ly = la longueur du segment générateur {0 < ly < + ©9)

soient ! = longueur d’un cdté du triangle équilatéral généré
s = surface de ce triangle
= longueur totale de la courbe
S = surface située en dessous de ceite courbe
¢ en complexité nulie : ¢c=0, on choisit = ly, longueur initiale; ona S=0

¢ en comiplexité unité : ¢=1, on a tracé un lriangle de cdié % centré sur {0,l]

Afin de déterminer la surface des triangles 4 chaque étape, servons-nous de la for-
mule de Héron d’Alexandrie : S = Yp (p—a) (p—Db) (p—c)

ol p = demi-périmétre, a, b, ¢ = longueurs des cOrés
p = 2t b+c¢
2
fcque |l — 4 = b = o = et = 3 Jo _ lo
puisquel = a = b =¢ = 10/3,0nobuent.p_7.3——- 5

! ] 104:
0e EETD
= _lo
173
4
-‘L*D =y ly

Remarque : ['ordonnée b (hauteur) du sommet est déterminée par Pythagore :

h = ‘/(.1_0_)1 _— _LQ_ . ]_U): - 10
3 23 VA

s en complexité c=2, on a le dessin :

y
L] /\ % N
bl b
9 6 9

fg
= 20

9

. f !
T Aht S

et sa surface vaut ;

= VYo do oy W
: 5 6 "9

1083

en adjoignant les surfaces des 4 nouveaux triangles, on obtient

4lp? Ig* Iy? f? , 1 ;
S = 5 + = + = 0 L4 )
1083 123 i 3 1227
T__| = _1.6_ i
1 ) 0

En pénéralisant le processus au niveau de complexité n :

la longueur d’un cété d'un triangle de la niéme génération est : 1 = —11— lp = 3.1
n
son demi-périmetre est @ p = BN .3 = R o
2 2 3n-1
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sa surface devient: s = \[p (p—1 = \LE— ; o (-——1— L I _do,
2 1o AT )
- o o Lo L 1y L0 i
= \1( Y -3 -(2 3)

3o-1 123 (G

Comme & I’étape n, on a généré 22n-1) nouveaux triangles,

lgf 220D
22\}3_ ) (3“-[}2

Par conséquent Ia surface générale vaut :
n fl
: 2(k-1)
Sn e E 5 ]0 Z m:?’_.mm.....

. ' k102
vy,

la surface ajoutée est de s, =

Le terme de la série numérique se simplifie :

220k 2)2(k-1)
E
et
+ oo + oo + co
' P L 4 (k1) 4.k
L& L. L
k=1 k=1 k=0
C’est une progression géomeirique convergente car Imgwi < 1; sa raison est r=wg—
+ oo
et son premier terme est 1, d’ont Z (—4— AR B I )
9 I—r 4 5
k=0 I— Ky
Dés lors, la surface totale est § = o’ 9

_ Vil
I35 T T 7 F%

Ainsi, la surface totale est bien finie, mais la fongueur de la courbe & ka n® étape est-

et tend vers I'infini lorsgue n — + oo,

&
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£} fe schéma alvéolaire du poumon : modéle fractal

Le schéma de construction de Von Koch éait le sutvant

A=l ! ’
3

PR RN

PP

= (2

C=(.0

En changeant les valeurs de ces parameétres, on peut choisir cornme générateur
d'auires triangles isoctles ou non, cenirés sur Pintervalle [0,1] ou non.

l.orsque les différents rapports des homothéties changent, il peut en résulter
une dimension fractale supéricure 4 1, ce qui est te cas de la figure ci-contre ol :

Dot 1.8797

Sil'on décide de choisir A = (% L0, C = (-%w ,0),B = (—; . 0.46), on obtient

une varianie de la constraction de ¥Von Koch qui peut étre interprétée comme la coupe
d'un poumoen humain, En fait, on dessine 2 courbes juxtaposées, chacune formant
un lobe du poumon. En outre, ce modéle ressemble au schéma alvéolaire du pou-
mon mais ce modéle n’est pas parfait puisque fe poumon droit est trilobigue tandis
que le gauche n’est que bilobique (ie 4 2 lobes comme sur le diagramme).

De plus, il s’avére, que selon ce modéle, notre poumon est un objet fractal de dimen-
sion D ™ 1.9 mais de complexiié bien supérieure & celle du dessin ci-dessus mais
le modéle reste tout de méme avantageux pour montrer que la Nature, en multi-
pliant les circonvolutions pour un volume donné a essayé de maximiser la surface
utilisable pour vy faire le lien intime entre e corps et I’air inspiré destiné & purifier
le sang.
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