Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditions de la
cohortisation

2.1. Introduction

Le premier chapitre a montré toute I'importance du diagramme d&s len analyse
démographique classique. Auxiliaire précieux, ce graphique sert notanamerdntrer
comment les données a analyser s’agencent entre elles, ce gei parmdémographes non
seulement de s’orienter dans le choix des méthodes a utilisisr,amssi de bien saisir la
nature de I'analyse en cours (transversale ou longitudinale, par exemple).

Le deuxiéme chapitre portera sur ce diagramme. Dans un premigs,tnous en signalerons
les particularités au sein de la famille des diagramraggsiens (point 2.2). Ensuite, pour
rendre compte de ces spécificités, sa construction sera e@latir base graphique (point
2.3). Le point suivant servira a dégager les conditions mathématigeesepréui conduisent
a I'émergence d'une figure du type « diagramme de Lexis » et, en conségaeunne
possible cohortisation de I'analyse des phénomenes en cause (point 2.4).

Son utilisation sera, dans un premier effort de généralisation, ét@ndiatres variables
temporelles que I'age et le temps (comme, par exemple, la étwakee depuis le mariage ou
une migration) ainsi qu’a d’autres présentations (comme des diagsamplus de deux axes
et 3 variables) (point 2.5). Enfin, le dernier point abordera rapidemegudation de
I'historique de I'élaboration du diagramme de Lexis (point 2.6).

Par rapport a I'objectif de ce travail, qui vise a voir sit possible d’exporter les méthodes
de I'analyse démographique classique a d’autres domaines, ce chapiéeckera en fait
crucial. En effet, apres avoir identifié dans le premier cleygir qu’il y a a exporter dans
I'analyse démographique classique, ce chapitre permettra de ereivedence les conditions
gue doivent remplir les observations pour donner lieu a ce transfert de méthodes.

2.2. Spécificité du diagramme de Lexis

Le diagramme de Lexis appartient a la famille des diagranuamssiens : une observation
peut s’y localiser en fonction de ses coordonnées d’age et de teamadles occupant

respectivement les axes des ordonnées et des abscisses. Toatdiagdmme de Lexis ne
se résume pas a un banal diagramme cartésien classique. Beuritaractéristiques I'en

distinguent :

- si le diagramme de Lexis comporte deux axes, il n’en permet pas Mdilisation de
trois coordonnées distinctes ;

- par ailleurs, sur le diagramme de Lexis, chaque individu sous obsersatait cantonné
a une trajectoire forcée dont il ne peut s’échapper, a savoir, sa ligne de vie.



Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditaba$a cohortisation 69

Comme nous allons le montrer, I'apparition de la troisieme coordore@ésente une
caractéristique certes nécessaire mais non suffisante poanirohine représentation
graphique méritant d’étre qualifiee de « Lexis ». La spécificit@lidgramme de Lexis lui
vient de la présence des trajectoires forcées, indispensables fiourdds cohortes et, en
définitive, pour recourir a la cohortisation afin d’analyser les phénomenes.

2.2.1. Deux axes et trois coordonnées

Prenons comme exemple de diagramme cartésien classique un grapbigrant la relation
entre I'évolution du produit national brut par habitant (PNB/H) etalex brut de natalité
(TBN) pour différents pays d’Afrique en 200&.(figure 2.1). Sur une telle figure, il n'est pas
possible de glisser une troisieme variable, a moins d’ajouter uigin@sxe qui transformera
le diagramme en plan initial en un autre en volume.

Figure 2.1. Relation entre le PNB/H et le TBN (en %o) — Afrique 2002
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(Source : Population Reference Bureau, 2002. WBddulation Data Sheet)

Dans certaines circonstances, des graphiques tres proches glgda2fil offrent en fait la
possibilité d'utiliser trois variables, sans que ce soit negessant exploité. Ainsi, la figure
2.2, illustrant la relation entre le TBN et le taux brut de mitgt&§frBM) pour I'Afrique en
2002, peut se compléter par un réseau de diagonales correspondangredediso-taux de
croissance. L'échelle du TBN est également valable pouwisiéme variable, le taux de
croissance (TC), qui correspond a la différence entre les deux taux bruts (TEM)— T

L'oblique démarrant au point (0,0) correspond a un taux de croissance de 0 Bo%s6it
0 %0, a son point initial ; si le TBN et le TBM valent chacun 10 %talex de croissance sera
de nouveau de 0 %o. L'oblique commencant au point (10,0) matérialise grapleique le
taux de croissance de 10 %o, correspondant a des TBN et TBM valantxgraple,
respectivement 10 %o et 0 %o ou 20 %0 et 10 %o. Pour les TC négatifs, la val@éuliressoit
sur le prolongement a gauche de l'axe des abscisses, soit suddsxa@données, mais en
prenant le négatif des valeurs du TBM.
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Figure 2.2. Relation entre le TBN et le TBM (en %) — Afrique 2002

40

30

20

*

TBM

10

TBN et taux de croissance
(Source : Population Reference Bureau, 2002. WBddulation Data Sheet)

La coordonnédaux de croissanceeut s'utiliser en remplacement de I'une des deux autres
pour localiser une observation, tout comme la coordomnément de naissangeeut se
substituer a 'age ou au temps dans le diagramme de Lexis clasSidadigure 2.2 remplit
bien la condition des trois variables représentées avec seulermgraxds, elle n’en devient
par pour autant un diagramme de Lexis ; en effet, les diagonales qiessiynent ne sont
nullement des trajectoires forcées.

2.2.2. Les trajectoires forcées

Sur un diagramme de Lexis, un individu ne peut s’écarter d’'une trageaotierement
définie par son moment de naissance : tout ce qui affectermdieidu ne peut que se
localiser sur sa ligne de vie. La figure 2.3 ne partage pasceettetéristique ; elle montre la
relation entre le TBN et le TBM pour la Thailande entre 1962 et 48196 les données de la
banque Mondiale ; comme sur la figure 2.2, les diagonales matériddismurdonnée « taux
de croissance ». Trois réseaux de droites peuvent donc, comme sagréentie de Lexis
classique, servir pour localiser un point.

La Thailande peut trés bien se trouver sur une diagonale d’iso-tausoidsance a un
moment donné, éventuellement y rester (ce qui se produit pratiqguementlentdeux
derniers points a droite, ceux des années 1992 et 1996) ou la quitter, eomardre le reste
de la trajectoire qui est largement transversale par rappodiagonales. Les diagonales de
cette figure n'ont donc rien de commun avec les lignes de vie du diagrade Lexis
classique. Par ailleurs, aucun des deux autres réseaux de drosstpeur la figure ne
pourrait tenir ce role de trajectoires forcées. Ajoutons qu’auatre aéseau, quel qu’il soit,
ne pourrait le faire.
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Figure 2.3. Relation entre le TBN et le TBM — Thailande 1962-1996
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Finalement, si sur ce diagramme un troisieme réseau de dappesait bien et montre la
possibilité de recourir a une troisieme coordonnée pour localiser uiéedimibservation, il
n’en devient pas pour autant un diagramme de Lexis classiqueddnas forcées. Sur cette
trame, il ne sera pas envisageable d’établir I'équivalent dlesrtes et donc de cohortiser
I'étude d'un phénomeéne au contraire de ce qui se passe avec grantdize de Lexis
classique.

En reprenant la figure 2.1, si la régression du TBN sur le PNiBAHit se révéler parfaite,
une oblique pourrait y apparaitre avec une inclinaison en fonction @éate ge la droite de
régression. Toutes les unités d’observation y trouveraient place. d&'#lgid’'une oblique
comparable a une ligne de vie ? Non. En effet, loin de représenterajgaoire forcée
individuelle, il s’agirait d’une trajectoire certes forcée, maistout collective ; une fois de
plus, sur cette base, il ne serait pas possible de constitueoltwtes et donc de cohortiser
I'étude d’'un phénomeéne.

A notre sens, ce qui précéde montre clairement que le diagrambexiddire sa spécificité,
par rapport aux diagrammes cartésiens, de la possibilité dutiise coordonnées dans un
systéme a deux axes combinée avec la présence de trajefdmées individuelles. D’ou
viennent ces caractéristigues du diagramme de Lexis classique rdpoudre a cette
guestion, nous allons expliquer, dans le point suivant, la construction d’'un diagree
Lexis classique.

2.3. Construction du diagramme de Lexis

Historiquement, pour expliquer son diagramme, Lexis partait d’un diagraammeaxe pour
aboutir & la construction finale & deux axefs foint 2.6). A notre sens, il est plus logique de
partir d’un diagramme a trois axes, de réduire le nombre d’axed’abbutir a la
représentation en deux axes. C’est le chemin qui sera suivi dansnteQaite explication
graphique sera suivie, au point 2.4, d'une explication mathématique. Cetterelgoirrait
eventuellement suffire. Toutefois, nous avons préféré commencer paaflemen graphique
qui a pour avantage de donner chair en quelque sorte au raisonnement atiguiee oui

suivra. Cette présentation graphique sera par ailleurs bien utiegadaines parties du point
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2.5, notamment pour établir la distinction entre les diagrammes de d@aux axes et trois
coordonnées et ceux comportant trois axes et six coordonnées.

2.3.1. Trois coordonnées et trois axes

En analyse démographique classique, les observations a localiserdsagramme de Lexis
peuvent se classer en fonction de trois coordonnées définissant ée deadéférence de
I'analyse, a savoir en prenant I'exemple des déces :

- ladate de survenance du déces (varidklaps désignée par) ;
- I"dgedu décédé au moment du décés (variagke désignée pak) ;
- le moment de naissancelu décédé (variablmoment de naissancgesignée pavl).

La solution la plus immédiate pour représenter des données orgasakaesin triple critere
de classement suppose de dessiner un diagramme a trois axes;dshaes axes supportera
une des trois variables en jeu. Sur la figure 2.4.a, I'axe verticaleoom I'age ; I'axe
horizontal a l'avant-plan, le temps et finalement I'axe horizofitghnt vers l'arriére, le
moment de naissance.

Figure 2.4. Trois coordonnées et trois axes
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Age Moment de naissance Age Moment de naissance

> >
> >

(0,0,0) Temps  (1980,0,1980) Temps

Les unités sur les trois axes sont identiques : il s’agit & ctatgud’années. Par ailleurs, les
échelles des axes du moment de naissance et du temps sont identiggesuccession
d’années. A la limite, si la croisée des axes correspond au Pednd)( les trois échelles
deviennent identiques. Habituellement, ce n’est pas le cas ; aiesi,ddnnées a représenter
proviennent d’'une observation ayant deébuté en 1980, la croisée des axes aurait pour
coordonnées (1980,0,1980), avec le prerh830 pour le temps, 1© pour I'age et le second
1980pour le moment de naissancé figure 2.4.b). Il y aura donc un décalage de 1980 entre

les échelles du temps ou du moment de naissance et celle de I'age.

Il est a noter que, dans les figures qui suivront, nous avons suppricueidhgse contenant
les coordonnées a la croisée des axes.
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2.3.2. Localisation des lignes de vie dans le diagrammetidis axes

Comme expliqué dans le premier chapitre, la ligne de vie d’'un indivahirenl’évolution de
son age en fonction du temps. Supposons un individu & enmort ent2 a 'dgea. La
localisation de son point de naissance sur le diagramme en treigsmieN) se fera en
fonction des coordonnées suivante$ figure 2.5) :t1 pour le temps ainsi que pour le
moment de naissance@pour I'age.

Figure 2.5. Localisation du point de naissance
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Comme indiqué sur la figure 2.6, le point de dé@ssg localisera aussi en fonction de ses
trois coordonnées, a savoit2 pour la date t1 pour le moment de naissance (qui, bien
évidemment, pour un individu reste constant durant toute sa \ag)air 'age. La ligne de
vie de cet individu relie les points de naissance et de décesweanclinaison a 45°, vu
I'identité des unités sur les trois axes. L'individu en cause ne p@as quitter cette droite,
qui représente donc pour lui une « trajectoire forcée ». C’est donc iezohesit sur cette
ligne de vie que se localiseront tous les évenements affectant cet individu.

Figure 2.6. Localisation du point de déces et de la ligne de vie
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Théoriquement2 — t1 devrait étre égal a. Maintenir cette caractéristique compliquait demoup la
perspective de certaines figures qui suivront. Nexens donc opté pour une inégalité ne respectntap
relation mathématique au profit, nous I'espéroesplds de confort dans certaines perspectivesaiffaurs,
quand certains éléments des graphiques sont gtitiaés le texte, ils sont désignés par des caeacter

italiques @, t1, N..), méme si sur les figures, ce n'est pas le casis spérons ainsi faciliter la lecture du
texte.
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2.3.3. Alignement des points de naissance et des lignesuie

Le moment de la naissance correspond, pour chaque individu, a I'age dex@canSur le
graphique a trois axes, les naissances devront se situer surtengtesamoment de naissance
dont la coordonnéa@gevaut0. Par ailleurs, méme si I'un des deux axes de ce plan porte une
variable a valeur constante pour un individu (son moment de naissari@)tret pas (le
temps), ils présentent tout deux la particularité d'étre rigoumeeise identiques. lls se
constituent de la méme succession d’années (pour autant qu'ils sentrai une date
identique, ce que nous supposerons toujours par la suite, sauf éventudibasions
contraires).

En conséquence, les points de naissance des individus ne pourrontignerd@allong d’'une
droite sur le plantemps-moment de naissand&quationT = M. En fait, il s’agit de la
bissectrice de I'angle formé par les axes du temps et du maleemissance, soit la ligne
partant de la croisée des axes et aboutissprégtacomprenant le poimd (cf. figure 2.7). Le
reste du platemps-moment de naissard@meurera vierge de tout point de naissance.

Figure 2.7. Alignement des points de naissance

Moment de naissance

>
>

t1 t2 Temps

Une relation mathématique simple relie les trois variallaps age et moment de
naissance A = T — M Vu que ces trois variables s’expriment dans la méme uniténéé,
dans le graphique, les lignes de vie s’inclineront toutes de fagcomguentiessinant un angle
de 45° par rapport au plaemps-moment de naissandee parallélisme combiné avec
I'alignement des points de naissance sur la bissectrice fasb®a que les lignes de vie
occupent uniquement un plan et négligent le reste du volume défini paoitesxes ¢f.
figure 2.8). Ce plaN,D,P est lui-méme incliné & 45° et recoupe le plamps-moment de
naissancesn suivant la bissectrice des points de naissance.
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Figure 2.8. Alignement des lignes de vie
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En définitive, méme si trois variables interviennent pour localesiobservations, un plan
suffit pour représenter tout ce qui doit I'étre. Dans ces conditiqns seront affinées
ultérieurement), le diagramme en volume peut se résumer dans unmuliegen plan par
« réduction » d’un axe, tout en conservant la faculté de recourir auctiigle® de classement
des évenements a localiser. C’est ce qui va étre montré maintenant.

2.3.4. Réduction du nombre d’axes et émergence d’'un diagname en plan

D’une maniere générale, le passage d’'un diagramme a troia axediagramme a seulement
deux axes s’effectue en projetant les lignes de vie sur un deplénassdélimitant le volume

de la figure initiale. La variable dont I'axe disparait ne diSpais elle-méme. En fait elle va

« parasiter » un des deux axes restants, dans le sens ou cet axe « hote » supportgeren fait
variables, la sienne et celle dont I'axe a disparu. Au lieu dedeiite dans le graphique par
une horizontale ou une verticale, comme c’est le cas habituellesaest un diagramme
cartésien, la variable parasite se matérialisera quatepar des obliques soit croissantes, soit
décroissantes.

La projection peut se faire indifféremment sur I'un des trasgpdu volume initi&l Les trois
diagrammes plans obtenus via cette opération de réduction serontngénseion le plan sur
lequel s’effectue la projection. Par ailleuld, désignera le positionnement du point de
naissanceN aprés projection eD’, celui du point de déceB. Enfin, chacune des
constructions obtenues sera illustrée par un graphique muet montrizami de droites
servant au repérage des observations.

2 En intervertissant les axes horizontaux et vauti¢ ce sont en fait six versions du diagramme squit

disponibles. Nous avons décidé ici de n'aborderr phaque plan de projection qu'une seule des deux
versions possibles.
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2.3.4.1. Diagramme moment de naissance-age

Sur la figure 2.9.a, la projection de la ligne de vie s’effectupgneliculairement sur le plan
moment de naissance-ageén conséquence (comme montré également sur la figure 2.9.b
illustrant le résultat de la projection), le poMt se confondra avetd, la coordonnée de la
naissance sur I'axe du moment de naissand®, sé¢ déplacera a la verticale Mg a hauteur

dea. Les lignes de vie apparaissent donc en position verticale. Ldotowre parasite est le
temps ; il s’établit sur 'axe du moment de naissance.

Figure 2.9. Projection sur le planmoment de naissance-age

(a) (b)

Age Moment de naissance Age

> >
> >

Moment de naissance

t1 t2 Temps tletN et temps

Pour une utilisation pratique, le graphique de droite de la figure 2.9.bnsplétera de
réseaux de paralléles indiqguant des coordonnées remarquables, expiiqaé dans le
chapitre 1. Les verticales de la figure 2.10 correspondent a desldataissance tombant sur
une délimitation d’année et les horizontales, a des ages exast®bliques pour leur part
matérialisent les délimitations des années. Une oblique doit rptiéter comme suit :
evolution de I'age en fonction du moment de naissance pour une date ddurgee les
coordonnées hoéte et parasite suivent exactement la méme écheBepulensuffira pour les
deux au contraire de ce qui se produira pour le diagraiemmgs-moment de naissance

Figure 2.10. Trame sur un diagrammanoment de naissance-age
Age
A

> Moment de naissance (hote)
et temps (parasite)

1990 1991 1992 1993
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2.3.4.2. Diagramme temps-moment de naissance

Dans ce cas, la projection de la ligne de vie s’effectue péipdairement sur le plaemps-
moment de naissangef. figure 2.11.a). En conséquenbeetN’ se confondent ; pour sa part
D est projeté sur le plaemps-moment de naissarcdauteur de la coordonnéesur I'axe
du moment de naissance t@t sur I'axe du tempsc{. figure 2.11.b). Les lignes de vie
apparaissent donc en position horizontale. La coordonnée paradiégesjui s’établit sur
'axe du temps. La bissectrice comprenant tous les points de nwEsspparait sur le
graphique ; elle délimite les lignes de vie, si bien que sa gawstera libre de toute
observation.

Figure 2.11. Projection sur le plarntemps-moment de naissance
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Pour une utilisation pratique, le graphique de droite de la figure 2.11.bngaétera de
réseaux de paralléles indiquant des coordonnées remarquables. loasegedi la figure 2.12
correspondent aux délimitations des années et les horizontales, datdesde naissance
tombant sur une délimitation d’année. Les obliques, pour leur part, ris¢étides ages
exacts et doivent s’interpréter comme suit : évolution du moment slganae en fonction du
temps pour un age donné. Vu que les coordonnées hoéte et parasite nepaisvannéme
échelle, il faudra ajouter, sous I'échelle de temps, une autre Pae de facon a pouvoir
interpréter les diagonales. Ainsi, la diagonale la plus a droitenemte au poinB sur
I'échelle des ages ; il s’agit de I'oblique correspondant I'age &<ant

Figure 2.12. Trame sur un diagrammedemps-moment de naissance
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2.3.4.3. Diagrammetemps-age

Dans ce troisiéme cas, la projection de la ligne de vie stafquerpendiculairement sur le
plan temps-age(cf. figure 2.13.9. En conséquencéd\’ se confond avetl sur l'axe du
temps ; pour sa pall est projeté sur le plaemps-age I'horizontale dea sur I'axe de I'age

et a la verticale d& sur I'axe du tempsc{. figure 2.13.b). Les lignes de vie apparaissent
donc en position oblique. La coordonnée parasite est le moment de nagsasiégblit sur
I'axe du temps. C’est en suivant cette projection que I'on obtiehatggamme de Lexis dans
sa version actuellement la plus utiliséietelle qu’elle a été expliquée dans le chapitre 1.

Figure 2.13. Projection sur le plarntemps-age

(a) (b)

>
‘ >

Temps et
tletN t2 Moment de naissance

Moment de naissance

Pour une utilisation pratique, le graphique de droite de la figure 2.13.bngaétera de
réseaux de paralléles indiquant des coordonnées remarquables. lcaseged la figure 2.14
correspondent aux délimitations des années et les horizontales, a desagétged_es obliques

pour leur part matérialisent les dates de naissance tomba¢sdeélimitations d’années et
doivent s’interpréter comme suit : évolution de I'age en fonction du temps pour un moment de
naissance donné. Vu que les coordonnées héte et parasite suivent laéchélte il ne
faudra pas ajouter, sous I'échelle de temps, une autre pour le mdeneaissance. Ainsi, la
diagonale la plus a droite commencant début 1993 correspond a la ligreeddenvindividu

né le I janvier 1993.

Figure 2.14. Trame sur un diagrammdemps-age
Age
A

>

0 > Temps (hote)
et moment de naissance (parasite)

1990 1991 1992 1993

Cette figure 2.13 offre une autre perspective lsuvolume initial. C’est maintenant le planoment de
naissance-agejui est a... I'avant-plan et plus le plaemps-age C'est pour des raisons de confort en
matiére de perspective que ce choix a été posé.
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2.3.4.4. Trois solutions : laquelle choisir ?

La réduction du nombre d’axes débouche donc sur trois versions concuramtds plan
mathématique, elles sont strictement équivalentes, de méme dieeptam de I'efficacité :
toutes trois, elles autorisent la localisation univoque des observatiofsnction de trois
coordonnées démographiques ; toutes trois montrent des trajectoires fgueéles individus
sous observation ne peuvent jamais quitter.

Sur le plan du détail, des differences se marquent entre legdrsisns. Par exemple, dans la
premiere meéthode et dans la troisieme, les pdihtst D’ sont distincts des pointd et D

alors que dans la deuxiemeet N’ se confondent. Autre exemple, dans la deuxieme méthode,
les analyses transversale et longitudinale s’opposent de maniemadiitede que dans les
deux autres: une analyse transversale s’y fera en suivant un coefboal et une
longitudinale, un couloir horizontal alors que dans les deux autres caxuleiss obliques
(croissants pour la troisieme et décroissants pour la prenméeeyiennent en concurrence
avec des couloirs verticaux.

Par ailleurs et plus important, lors de la projection sur le f#eps-agela ligne de vie
conserve sa longueur initiale du diagramme en trois axes ; par comiseledadeux autres
versions, la longueur de la ligne de vie se modifie lors de la pame@dngueur finale =
longueur initiale * cosinus 45°), et en conséquence, la ligne de vie prajégéngueur
exacte de la vie de I'individu exprimée en unités figurant sur les:asiaun individu est mort
a 3 ans et qu’une année est représentée par un centimétre,esa vepegesentée par un ligne
de 3 centimétres. Dans le cas de la projectemps-age la longueur sur le plan est
équivalente a la longueur initiale dans le volume, mais ne correspordal ljg@e au déceés
multiplié par la longueur d’'une année : pour l'individu mort a 3 ansgikeelde vie sur le plan
mesure dans ce cas 3 centimetrel/édsinus 49), soit 4,24 centimétres.

Dans les deux premiers cas, il s’agit d’'une projection de la ligneedevec transformation et
dans le troisiéme, d’une translation. On pourrait en conséquence dikéélesappellations :
« durée de vie » pour les deux premiéres méthodes et « ligne de vie », pour la troisieme.

Ces considérations ne permettent pas de dégager un critere paéagipr une méthode
plutbt qu’'une autre. Par contre, I'interprétation des obliques apparaiksantes différentes
constructions nous parait a méme de guider le choix. Pour rappel, daoss legthodes, une
oblique s’interprete comme suit :

- evolution de I'age en fonction du moment de naissance pour une date donnée, pour |
projection sur le plamoment de naissance-age

- évolution du moment de naissance en fonction du temps pour un age donné, pour la
projection sur le platemps-moment de naissance

- evolution de I'dge en fonction du temps pour un moment de naissance donné, pour la
projection sur le platemps-age

Méme si ces trois expressions sont strictement équivalentesan théorique, et s'il fallait
vraiment choisir une des versions, nous marquerions une préférence pamisidane qui
nous parait « plus naturelle », pour reprendre une expression de R.’PEssHfinitive,
hors questions d’habitudes, il N’y a aucune raison de choisir une vergtéhqi’'une autre.
Toutefois, c’est la troisieme version qui semble bien étre léaxtuent la plus utilisée, ce qui
n'empéche que certains recourent malgré tout préférentiellement a I'udeweautre’s

*  Lettre a I'auteur, du 25 mars 1991.

A ce sujetcf., par exemple, la publication suivante : W. WimK{£969), pp. 90-91.
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2.4. Conditions mathématiques de I'élaboration d’un diagamme
de Lexis

Dans le point 2.3, I'élaboration du diagramme de Lexis vient d’étréceég&p sur base de
graphiques. Afin de progresser en matiere de généralisation idisdtitn des outils de la
démographie, nous allons aborder cette question sur un plan purement mgthertatimme
déja signalé, le diagramme de Lexis présente la double caractéristiqueesuivant

- bien que comportant seulement deux axes, trois variables peuvent yli@&esupour la
localisation des observations ;

- dans ce type de figure, chaque individu suit une trajectoire forcéeildoe peut
s’écarter en aucun cas.

Quelles conditions mathématiques doivent remplir les variablesigroje faire émerger ces
deux caractéristiques ?

2.4.1. Conditions a la réduction du nombre d’axes

Si des observations se classent dans un systeme de référenie cordonnées, le plus
immeédiat, pour en illustrer la localisation, consiste a constamrdiagramme a trois axes, un
pour chacune des variables. Le diagramme en volume ainsi obtenu @résemave défaut
par rapport a un classique diagramme en plan : la difficulté deitdmation a cause du
recours a la perspective dans la troisieme dimension. Le point 2134teé via un systeme
de projection comment passer de l'utilisation d’'un volume a celle glan pour la
localisation des données démographiques. Nous allons maintenant abordprestite d’'un
point de vue purement mathématique : quelle(s) condition(s) doivent réespliariables en
jeu pour opérer la réduction du nombre d’axes ? Nous allons d’abord ¢t question de
maniere générale avant application au cas spécifique des vadabtiiagramme de Lexis

classique.

Pour opérer la réduction, une seule condition suffit, a savoir queikesdriables concernées
forment une combinaison linéaimu type :

z = (a*x) + (b%y)

ou x, y etz symbolisent les trois variablesaet b, des coefficients de valeur quelconque. Il
s’agit en fait de I'équation d’un plan. Autrement dit, les observatmraisées en fonction de
ces trois variables prendront place sur un plan a lintérieur du votléfiei par les axes
dévolus aux trois variables (comme elles le font d’ailleurs dansate spécifique du
diagramme de Lexiscf. point 2.3.3).

Supposons que I'on décide de localiser les observations sur leypldgfini par les axes
dévolus a ces deux variables et donc de supprimer I'axe de la coordohrgéeoordonnées
enx et eny se conservent sans aucune transformation ; par ailleurs, I'informadntenue
dans la coordonnéeest également conservée vu la relation entre les troislewieSi les

°®  En cas de relation de type multiplicatif, au l#abliques, ce sont des hyperboles, avec commmpatsyes

les axes des variables conservées, qui traduiesntdleurs de la variable dont I'axe a disparu.sDancas,
on ne peut obtenir une construction du type « diagne de Lexis »cf. annexe 2.1)
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coordonnéex ety se traduisent de maniere classique par des perpendiculares axe
respectif, comment se traduit une valeur particuliere de la coordonnéekz ssoike plarxy ?

z = (a*x) + (b*y)
0 k= (ax) + (b*y)
0y =(kib) - ((a/b)*x)

Une valeur particuliere de la coordonrese traduira donc sur le plawgy par une droite de
pente(— a/b) La valeur de I'abscisse a l'origine de cette oblique se détermine en arynulant

k = (a*x) + (b%y)
0 k = (a*x) + (b*0)
O k=a*x
O kla=x
Des lors, sa=0,5 b =-0,75etk =2, alors :
y = (2/-0,75) — ((0,5/-0,75)*x) = ((2/3)*x) — (8/3)

La valeur2 de la coordonnéese traduira donc par une obliqgue de pente crois@aBtir le
plan xy. Par ailleurs, elle interceptera I'axe des abscisdasvaleurk/a, soit2/0,5 = 4 La
figure 2.15 montre les obliques correspondant aux valewset 3 de la coordonnée Vu
I'existence de ces obliques, cette derniére coordonnée peut don@acemphe des deux
autres pour localiser une observation sur le plaet ce, sans perte d’information.

Figure 2.15. Suppression de I'axe et report sur I'axe x

[N
o

4 I R
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L'axe des abscisses de la figure 2.16.a comporte une double échelle d’abord celle
indiquant les valeurs de la coordonxést ensuite celle dévolue a la coordonpésbtenue en
multipliant les valeurs par0,5.

Figure 2.16. La double échelle de I'axe des abscisses

() (b)
y A X A
N I N R T T T T 1
0 2 4 6 variablex (hote) 0 2 4 6 variable y (hote)
0 1 2 Yariablez (parasite) 0 -1,5 -3 -4,5 riable z (parasite)

En bref, I'axe de la coordonnéea été supprimé du volume initial ; cette coordonnée a
« parasité » I'axe de la coordonnégqui de ce fait s’affuble d’'une double échelle. Une valeur
particuliere de la coordonnéese traduit sur le plaxy par une oblique. Le volume initial a été
réduit a un plan tout en conservant la possibilité d'utiliser les ttoordonnées. Cette
réduction du nombre d’axes est possible simplement parce quepiksdriables en jeu
forment une combinaison linéaire.

On peut procéder au méme exercice de réduction du volume en déciganasiter I'axey.
Dans ce cas, une valeur particulizs®e traduira sur le platy par une oblique d’équation :

z = (a*x) + (b*y)
0 k = (a*x) + (b*y)
0 x =(k/a) - ((b/a)*y)
L’abscisse a l'origine de cette oblique s’obtiendra en annulant
k = (a*x) + (by)
O k= (a*0) + (b*y)
O k =b*y
O kib=y
Des lors, sa=0,5 b =-0,75etk =2, alors :

X = (2/0,5) — ((=0,75/0,5)*y) = 4 + 1,5*y

Plutdt qu’une double échelle sur I'axe des abssissn pourrait préférer introduire un troisieme,axais
cela nous a paru moins pratique, ne fit-ce queciht pde vue de I'espace supplémentaire que néedsasit
représentation de telles constructions. A ce sciebotamment G. Barsy (1958), p. 71 ou G. ZeuneB%1L8
pp. 10-11.
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Les obligues matérialisant les valeurszdeuront une pente dg5, soit l'inverse de la pente
obtenue précédemment. Par ailleurs, la deuxieme échelle didairer en parallele a celle
desy pour repérer les valeurs dese calculera en multipliant les valeursydpar—0,75 (cf.
figure 2.16.b).

La situation qui vient d'étre décrite est équivalente a la gmamila figure 2.15 illustre le
report dez aussi bien sur I'axe desque sur celui deg Toutefois, il nous a paru intéressant,
pour explorer les différentes possibilités de réduction, de toujoursenfetxe hote (qui
accueille la coordonnée parasite) en abscisse ; ainsi, sigute £.16.b, I'axey avec sa
double échelle est en abscisse.

Le tableau 2.1 synthétise les six possibilités de réduction, chacumodesxes pouvant
alternativement se reporter sur I'un des deux axes restants. d&pel,rl'axe hbte sera
toujours mis en abscisse, méme si ce n'est pas a strictpardgt indispensable. Le tableau
2.2 reprend les six possibilités de construction de diagramme a deuxuastépart des trois
variables utilisées dans le diagramme de Lexis classique, & ksv/gariablesemps age et
moment de naissancBans ce cas, les coefficiera®tb de la combinaison linéaire valeht
ou-1:

age = temps — moment de naissance

En conséquence, la pente des obliques vaudra todjaurs-1 ; autrement dit, la coordonnée
parasite se traduira par des obliques croissantes ou décroidnalibées a 45°. La figure

2.17 illustre les six diagrammes ainsi obtenus. Chacun met en évjugmoer grisé le début

de la génération 1990.

Dans le tableau 2.2, la formule des abscisses a l'origine des oldiguksinit en supposant
gue lintersection des axes a pour coordonnées l'origine (la v@)elas deux variables dont
les axes sont maintenus. Si ce n'est pas le cas, les formulestd@ire modifiées pour tenir
compte de cette translation d’axe(s). Ainsi, dans le cas Zrbmttion des axes se produit a
I'age 0 et a la date du®ljanvier 1990 pour le temps. La formule pour trouver I'abscisse a
I'origine des obliqgues matérialisant le moment de naissance devient :

k=1/1/90 - A

soit le temps a l'origine du graphique moins I'age. L'échelle desentsrde naissance est
donc décroissante de gauche a droite alors que celle des ages reshiéie habituelle,
croissante.

Méme si la mention ne se retrouve que dans les cas 3 et 4, clasuiigures comporte une
partie « vide », dans le sens ou aucune observation ne pourra s’y loéatisens de vouloir
utiliser des ages négatifs ! La valéupour la coordonnégge marque donc la limite de cette
zone vide. Dans les cas 1 et 6, cette zone vide se situe s@ubdidzontal, prolongé a droite

et & gauchfe Dans les cas 2 et 5, c’est toute la partie & gauche de I'axe vertical — prolongé ha
et bas — qui restera obligatoirement vierge de toute observation. &eaas B, c’est la zone
sous la diagonale de I'a@egui sera concernée ; et dans le 4, la partie au-dessus de cette ligne.
A chaque fois, bien sir, cette limite diagonale peut se prolonger.

®  Ces prolongements indiqueraient simplement qeedtinnées s'étendraient & une gamme plus vaste de

temps et/ou de moment de naissance que la péepdse sur I'axe.
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Tableau 2.1. La réduction des axes : six possibilités

Cas| Ord.| Abs.| Axe sup{ Equation de I'oblique pour lg Pente Abscisses a l'origine
(1) | (2 | (3) | primé (4) valeur k de I'axe supprimé (8) des obliques des obliques (6)
1 y X z k = (a*x) + (b*y) - (a/b) =-(0,5/(-0,75))| k=a*x =0,5*x
0y = (k /b) - (a/b)*x) =2/3
2 X y z k = (a*x) + (b*Kk) - (b/a) =-(-0,75/0,5) | k=Db*x=-0,75*y
[ x = (kfa) — ((b /a)*y) =3/2
3 X z y z = (a*x) + (b*k) (1/a) =(1/0,5) z = b*k
[J x = (zla) — ((b /a)*k) =2 7 k=zlb=2/-0,75
4 z X y z = (a*x) + (b*k) a =0,5 a*x = -b*k
0k = (al-b)*x
= (2/3)*x
5 z y X z = (a*k) + (b*y) b =-0,75 a*k = -b*y
0k = (-bla)*y
=1,5%
6 y z X z = (a*k) + (b*y) 1/b =1/-0,75 z =a*k
[y = (z/b) — ((a /b)*k) =-4/3 Ok =zla
=2*z
(1) : équation généralez:= (a*x) + (b*y), aveca = 0,5etb = -0,75;
(2) : axe des ordonnées ;
(3) : axe des abscisses ;
(4) : axe supprimé et reporté sur I'axe des abscisses ;
(5) : k=une valeur constante de la variable supprieié&e matérialisant par une oblique ;
(6) : étiquettes pour la variable dont I'axe est suppri a faire figurer sous celles de la variablalestisse.

Tableau 2.2. Les six possibilités avec les variables du diagramme de Lexis dtass

Cas| Ord. | Abs.| Axe sup{ Equation de I'oblique pour I3 Pente Abscisses a l'origine
(1) | (2 | (3) | primé (4) valeur k de I'axe supprimé (8) des obliques des obliques (6)
1 A T M k = (a*T) + (b*A) - (a/b) =-(1/(-1)) k=a*T=T
0 A = (k/b) - (a/b)*T) =1
2 T A M k = (a*T) + (b*k) - (b/a) =-(-1/1) k=Db*T=-A
O T = (k/a) — ((b /a)*A) =1
3 T M A M = (@*T) + (b*k) (L/a) =(1/1) M = b*k
O T =(M/a) — ((b /a)*k) =1 0 k=M/b=-M
4 M T A M = (@*T) + (b*k) a =1 a*T = -b*k
0k = (al-b)*T
=T
5 M A T M = (a*k) + (b*A) b -1 a*k = -b*A
0 k = (-bla)*A
=A
6 A M T M = (a*k) + (b*A) 1/b =1/-1 M = a*k
0 A = (M/b) — ((a /b)*k) =- 0k =Mla
=M
(1) : équation généraleA = T - M, avecA, T et M désignant respectivement les variabkdg®e tempset

) :

moment de naissanet avea = letb =-1;

cf. tableau précédentdempour les autres remarques.
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Figure 2.17. Les six diagrammes de Lexis possibles (cas en référence awe@bl.2)

Cas1l Cas 2
A T
A A
3 1/1/93
2 1/1/92
1 1/1/91
0 > 1/1/90 >
1/1/90  1/1/91 1/1/92  1/1/93 T (hote) 0 1 2 3 A (hote)
1/1/90  1/1/91 1/1/92  1/1/93 M (parasite) 1/1/90 1/1/89 1/1/88  1/1/87 M (parasite)
Cas 3 Cas 4
T M
1/1/92 1/1/92 —
Vide !
1/1/91 1/1/91 —
1/1/90 1/1/90 —
Vide !
1/1/89 T T T -> 1/1/89 ->
1/1/89  1/1/90  1/1/91  1/1/92 M (héte) 1/1/89  1/1/90  1/1/91  1/1/92 T (héte)
0 -1 -2 -3 A (parasite) 0 1 2 3 A (parasite)
Cas b5 Cas 6
M A
A
1/1/92 3
1/1/91 2
1/1/90 1
1/1/89 > 0 >
1/1/39 1/1/190 1/12/91 1/1?92 TA(hﬁ‘e_)t 1189 1/1/90  UL/91 1192 M (hote)
(parasite) 1189 1/1/90  1/1/01 11092 T (parasite)
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Certaines des figures proposées peuvent sembler inutilement complipaeexemple celle
du cas 2 avec ses moments de naissance décroissants en regges @esissants, alors qu'il
suffirait de reporter les moments de naissance sur l'axeehpst pour eviter cette
présentation pour le moins inconfortable. En fait, une telle option nowneaait au cas 1,
moyennant une inversion des axes. Notre but étant ici d’explorer glaniéhéorique toutes
les possibilités disponibles, nous avons donc conservé des figures ntuitnees au risque
de proposer des solutions sans portée utilitaire évidente.

Le cas 1 de la figure 2.17 représente le diagrarenmgs-agedont la construction a été
explicitée au point 2.4.3 ; le cas 4, le diagramiemps-moment de naissar(p®int 2.4.2) et
le cas 6, le diagrammmoment de naissance-agpoint 2.4.1). Les trois autres cas ne
représentent que des formes dérivées des trois premiers.

2.4.2. Conditions d’émergence des trajectoires forcées

Les derniers commentaires du point précédent pourraient lagseira que la réduction du
nombre d'axes débouche immanquablement sur un diagramme ayant toutes les
caractéristiques d’'un diagramme de Lexis classique. Il n'éri@s, comme I'a montré
I'exemple du diagramme mettant en relatio@f BN et le TBM et ou une troisieme coordonnée
émergeait, a savole taux de croissancf. figure 2.2). Si ces trois variables respectent bien
la condition de la combinaison linéair€Q = TBN — TBM, les obliques — ni aucun autre
réseau de droites — ne constituent pas des trajectoires forcédait, Byour obtenir une
trajectoire forcée, il faut, en plus de la combinaison linéairejngutes trois variables reste
rigoureusement constante pour chaque individu sous observation, commélenfantent de
naissance. Pour montrer ce point, nous allons utiliser en concurrendeubesexemples
suivants :

- les variablesemps ageet moment de naissaneec suppression de I'axe du moment de
naissance ;

- les variablestaux brut de natalit¢(TBN), taux brut de mortalit¢(TBM) et taux de
croissance naturell€TC) avec suppression de I'axe de ce dernier.

Selon I'explication développée au point précédent, ces deux cas sontldesblds se
résument dans une relation du type= x — ysi z désigne successivement ieoment de
naissanceet le TC; X, le tempset le TBN ety, I'age et le TBM. La suppression de I'axe
entrainera I'apparition d’obliques croissantes de pente unitaite planxy pour matérialiser
la coordonnée parasitef(figure 2.18).

Figure 2.18. Diagramme de Lexis classique et diagramme en taux

Age TBM

A . A
« Isc-moment de naissar » «Isc-TC »

N\ N

Temps € TBN
moment de naissance etTC
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Cette apparente similitude cache en fait une différence fonddmetms le diagramme de
Lexis, les obliques représentent des « trajectoires forcées », ela®ngd ou tout ce qui
concernera un individu est a localiser sur cette trajectoiszic@n moment, il ne pourra s’en
ecarter. Mathématiqguement, cette notion de trajectoire forcée se t@uuiecsuit :

- la coordonnéégese calcule comme suik =T — M.
- vu la constance du moment de naissance pour un individu, I'équation devient :
A=T-Kk,

soit I'équation d’'une droite de penteAlest donc une fonction linéaire @€et deM) du type
y=a*x+b,avecy=A;x=T;a=1etb=- M. Et donc, tout ce qui concerne cet individu se
localisera sur cette oblique.

Qu’en est-il des obliques du diagramme en taux ? La situation peutrge d¢émme
suit :

- la coordonné@BM se calcule selon la formule suivanfEBM = TBN — TC

- malgré cette relation, comme aucune des trois variablet ¢oaestante pour une unité
d’observation, le TBM n’est pas une fonction linéaire des deux autres variables.

En conséquence, les obliques de ce diagramme en taux ne correspondarenhidlales
trajectoires forcées: a un moment donné, un pays peut se trouver surblime
(correspondant a une valeur d&€€) et a un autre moment, sur une autre. Le méme
raisonnement peut se tenir pour les horizontales ou les vertitadgsa, sur ce diagramme,
rien de « forcé » dans la trajectoire suivie pour un pefyfidure 2.3).

Sur le diagramme de Lexis, les trajectoires forcées appamnhia cause de la coordonnée
moment de naissancgui est, par définition, invariable pour un individu. C’est la présence de
ces trajectoires forcées qui rend le diagramme de Lexigydat par rapport aux autres
diagrammes ayant subi la réduction d’axes. Bien plus, c’esétempce de cette coordonnée
qui génere le processus de cohorte et subséquemment celui de cahrottsatde la phase
d’analyse.

En conclusion, pour avoir un diagramme de Lexis, il faut trois variabj@sses dans une
combinaison linéaire (ce qui assure la réduction du nombre d’axes)luaedles trois soit
constante pour une unité d’observation (ce qui assure la présencgetdsites forcées). Les
caractéristiques précises des figures obtenues via la réduction dorenahaxes et,
singulierement, celles des obliques se modifieront selon la vaudaloiel'axe disparait et
selon le signe et les valeurs des coefficienet b affectant les variables dans la relation qui
les unit.

Nous avons montré que six diagrammes de Lexis pouvaient se déduire d’'un tjeis de
variables bénéficiant des caractéristiques voulues. Parmi gesasantes, trois types
principaux se dégagent selon le plan sur lequel se projettent les tigneie. Toutes ces
versions s’équivalent dans le sens ou elles permettent lasktaati des observations avec la
méme précision. Pour la suite de I'exposé, en cas de circonstaacesabfes a
I'établissement d’'un diagramme de Lexis, nous nous contenterons d’en explerseule
version, les autres pouvant assez facilement s’en déduire. Rarsaitiutant que possible, la
version retenue pour I'exposé sera celle qui se rapprochera le piudidgramme de Lexis
classique, avec les variables jouant le role du temps, de I'aje rmbment de naissance se
positionnant sur les mémes axes.



Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditaba$a cohortisation 88

2.5. Temps, age et autres durées

L’application du diagramme de Lexis se limite-t-elle au sasl classique de I'age, du temps
et du moment de naissance ? D’autres combinaisons de variables pdaseatrner lieu a
I'établissement de diagrammes ayant subi la réduction de tddsxaaxes et présentant des
trajectoires forcées ? Pour répondre a ces questions, il fautegmrerd’autres ensembles de
trois variables respectant les conditions mathématiques identifiées aprgoiderit

Dans un premier élan de généralisation, les exemples porterontiexclest sur des
variables temporelles au sens strict (s’exprimant en secondes,Ijoais, années...) ; ce n'est
gu’ensuite que la généralisation portera sur des variables de natloenque ¢f. chapitre
3). Par allleurs, la démarche se fera de maniére progressigdalsens ou la généralisation
portera d’abord sur I'axe des ordonnées (point 2.5.1) puis, dans un deuxigpsedar 'axe
des abscisses (point 2.5.2). Ensuite, conséquence de cette généralisatiagramme de
Lexis, un troisiéme point servira a généraliser la notion de coleorteas de variables
temporelles (point 2.5.3). Le dernier point opérera une ouverture enatirdes diagrammes

a plus de deux axes et trois variables (point 2.5.4).

2.5.1. Remplacement de I'dge par une autre durée

L'age représente la durée écoulée depuis la naissance. En démmgriautres durées
peuvent intervenir pour organiser les observations. Ainsi, en matierécdadfté, des
analyses se basent sur un classement des naissances en fhn¢doms et de la durée du
mariage des méres concernées figure 2.19.8 montrant uniquement les axes et une
trajectoire forcée). En fait, une construction de ce type comportgraisiéme coordonnée et
des trajectoires forcées, ce qui le rend comparable a un diagramme dddsskigie.

Figure 2.19. Diagrammes de Lexis avec durée de mariage ou durée déeulepuis une

migration
(a) (b)
Durée de maria( Durée écoulée depuis la migrai
« Ligne de mariac » A« Ligne de migratio »

\ N

Temps € Temp:
moment du mariage et moment de la migration

°  Pour des exemplesf. notamment C. Blayo (1991), R. Pressat (1973)M@nsch et M. Termote (1978) ou
C. Vandeschrick (1994).

Dans ce graphique et ceux qui suivent, nous aeptss pour la solution donnant le résultat le gusche
possible du diagramme de Lexis classique, notamuteams le choix de la variable dont I'axe est supgri
et dans celui de I'axe parasité. Par ailleursctesfficientsa etb valant toujours I'unité, les obliques seront
toutes inclinées a 45° et par surcroit croissantefes choix opérés.

10



Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditaba$a cohortisation 89

La troisieme coordonnée, le moment du mariage, y tient le réle joué papment de
naissance dans le diagramme de Lexis classique. Par ailleucg, digramme, un individu
sous observation ne peut que suivre une trajectoire oblique croissaméeingl 45° et
commencant a la date de son mariage ; cette « ligne de mariggésenge bien pour lui une
trajectoire forcée. Elle traduit I'évolution de la durée de sanage (et non plus de son age
comme dans le diagramme de Lexis classique) en fonction du tempsn $lirgraphique,
une cohorte rassemblera non plus 'ensemble des individus nés la mé&mwee mais celui des
individus s’étant mariés durant la méme année (soit une promotion de mariage).

Les trois variables en jeu respectent bien les deux conditiose®pour avoir la possibilité
de construire un diagramme de Lexis. Tout d'abord, elles forment bienoamgnaison
linéaire :

durée du mariage = temps — moment du mariage

Par ailleurs, la coordonnéoment du mariagdemeure effectivement invariante individu par
individu. 1l en va de méme pour les trois varialiBzaps durée écoulée depuis une migration
etmoment de la migratiorLa figure 2.19.b pourrait donner lieu & un commentaire semblable
a celui qui vient d’étre proposé pour la figure 2.19.a en remplacant siemidurée du
mariage par durée écoulée depuis une migratiomoment du mariag@ar moment de la
migrationetligne de mariaggparligne de migration

On l'aura compris, toute durée écoulée depuis un évenement quelcongeeppéer 'age.
Son emploi simultané avec le temps entraine automatiquement ieppdifune troisieme
coordonnée —le moment de I'évenement depuis lequel la durée se comptda-\doatr
demeure constante individu par individde factq ces trois variables respecteront les deux
conditions nécessaires a I'établissement d’'un diagramme de céxigyre 2.20)

Figure 2.20. Diagramme de Lexis général en cas d’une durée combinée avec lggem

Durée depuis uéveénemen

Trajectoire forcée

\

N
>

Temps (h6te)
et moment de I'événement a I'origine de la duréadgite)
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2.5.2. Remplacement du temps par une autre durée

Le point précédent a mis en évidence une premiére généralisktion I'utilisation du
diagramme de Lexis en montrant que toute durée écoulée depuis un éveamnestantque
pouvait prendre le relais de I'dge, variable occupant dans leegalsid habituel 'axe des
ordonnées. Qu’en est-il de la variable figurant sur I'axe des abscisses ?

Le temps-calendrier n’est, lui-méme, rien d’autre qu'une dur@ustprécisément, la durée
écoulée depuis la naissance de Jésus temps-calendrier peut trés bien étre remplacé par
une autre durée, et ceci sans faire référence a d’auteewigars (musulman ou copte, par
exemple). Ainsi, sur la figure 2.21.a, I'axe des ordonnées est délmlduaée de mariage et
celui des abscisses, a I'age. Ce graphique comporte aussi uneitajeccée traduisant la
coordonnéeage au mariagepour un individu. Une cohorte regroupera ici 'ensemble des
individus qui se sont mariés au méme age révolu. Des données de &cpadiexemple,
pourront étre localisées sur une telle constructbrigbleau 2.3 et figure 2.22).

Figure 2.21. Diagrammes enage et durée de mariageou durée écoulée depuis la
premiere naissance

(@) (b)
Durée de mariage Durée écoulée depuis la premiére naissance
) . , A . . -
« Trajectoire forcée » « Trajectoire forcée »

\ \

Age et Age de la mére
age au mariage et age de la mere a la premiére naissance

Les trois variables en jeu respectent bien les deux conditiose®pdur avoir la possibilité
de construire un diagramme de Lexis. Tout d’abord, elles se réunisgentdans une
combinaison linéaire :

durée du mariage = age — age au moment du mariage

Par ailleurs, la coordonnége au moment du mariagéemeure effectivement invariante
individu par individu. La figure 2.21.b propose un autre exemple de diagrambexidesans
axe du temps. Dans cette figtire

- l'axe des abscisses recoit a la fois 'age de la mere (cooredrine) et 'age de la mere a
la naissance de son premier enfant (coordonnée parasite) ;
- la coordonnée parasite se traduit par des obliques qui sont en fait des trajentess;f

' Méme si ce point est sans incidence par rapposuget de la thése, notons qu'il est historiquenéeabli

gu’'une erreur a été commise a propos de I'estimali® la date de naissance de Jésus. Selon ceitains,
serait en fait né quatre ans avant le début de.l'érchrétienne. A ce sujetf. par exemple le site
http://eocf.free.fr/text-calendriers.htm

Cet exemple est repris de la publication suiva@eBlayo (1991), p. 1382.
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- I'axe des ordonnées recoit les durées écoulées depuis la naissance du pfantier e

- une cohorte rassemble I'ensemble des femmes ayant eu un pnefaigraeun age révolu
identique ;

- les trois variables en jeu respectent les conditions d’élaborationdiigramme de Lexis
(combinaison linéaire et invariance de I'une d’entre elles).

Tableau 2.23 et figure 2.22. Naissances : triple classement

Age Age Durée Durée du mariage
ala au du mariage A
naissance mariage (4 1 an 2
86 83
20 3 - 88
20 19 20 40 L 40 50 61
18 - 88 o8
20 35
21 5 - 3 5
21 20 35 50 o >
19 - 86 20 21 22 g
22 2 - Age (hote) et
22 21 28 61 age au mariage (parasite)
20 - 83

Rem. : ages et durées en années révolues ; sodamnges fictives

En conclusion, toute une série de durées peuvent jouer le role que letimmpans le

diagramme de Lexis classique. La figure 2.24, a la fin du point sumantye un diagramme
de Lexis a portée générale dans le sens ou il indique clairemetd tpraps et I'age de la
construction classique peuvent se remplacer par d’autres durées.

2.5.3. Généralisation du concept de « cohorte » en cas dariables
temporelles

En conformité avec le diagramme de Lexis dans sa version la fiitediie, la cohorte se
définit comme « I'ensemble des individus qui ont expérimenté un mémar@mrdurant la
méme année ». Or, comme les points précédents l'ont montré, cendisgrpeut se
construire au départ d’une grande variété de variables temporiéventuellement méme
sans axe du temps-calendrier. Cette généralisation de l'idifisdti diagramme de Lexis
entrainede factocelle du concept de « cohorté »

Pour ce faire, différentes notions se réveleront fort utiles. Damsemier temps, nous allons
en préciser la définition et surtout en illustrer 'usage au moyaedr exemples, a savoir,

d’abord, celui du diagramme de Lexis classique avec le temps, lenhdmenaissance et

I'age et, ensuite, un autre ou I'dge de la mére, I'age de ladrlareaissance de son premier
enfant et la durée écoulée depuis la premiére naissance seisobsespectivement aux trois

variables du premier exemple.

¥ Pour un exposé fouillé de la généralisation dadfion de cohortegf. la publication suivante : C. Blayo

(1991). On pourra aussi consulter C. Vandeschiie®R4).
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Définition des différents concepts :

- point initial : évenement de nature quelconque a partir duquel le tgeyts étre
décompté ; il s’agit donc d’un instant conventionnel, a I'origine du décompte du temps ;

- durée de référence : durée (depuis un point initial) servant a la localisatidordeées ;

- événement-origiré: événement que doit avoir subi un individu pour faire partie de la
population sous observation ;

- cohorte : ensemble des individus ayant subi I'événement-origine durantria théée
révolue de référence.

Dans nos exemples, I'événement-origine est donc soit la naissanceligiekis, soit le fait
pour les femmes d’avoir eu une premiére naissatfcéabpleau 2.4). Par ailleurs, pour entrer
dans une cohorte précise, les individus doivent avoir subi cet évenengamt-soit pendant
une année donnée, soit a un age révolu donné. Le point initial de ces desxdduréférence
differe : le début de I'ére chrétienne d’'un coté, la naissanceéess de I'autre. Enfin, I'age
du premier exemple céde le relais a la durée écoulée depnisntgére naissance dans le
second en tant que durée écoulée depuis I'événement-origine.

Tableau 2.3. Les notions utilisées et leur application aux deux exemples

Notion Symbole Premier exemple Deuxiéme exemple
Durée de référence (variable en dr le temps 'age de la mére
abscisse)

Point initial de la durée de pi le début de I'ere chrétienne la naissance des meres
référence

Evénement-origine (fondateur de  eo la naissance des individus  la naissance d’'un premier
la cohorte) sous observation enfant

Durée écoulée depuis deo l'age la durée écoulée depuis la
I'événement-origine (variable en premiére naissance
ordonnée)

Durée de référence a I'évene- dreo le moment de naissance des I'age de la mére a sa
ment-origine (coordonnée individus sous observation  premiére naissance

parasite sur I'axe des abscisses)

Dans le premier exemple, une cohorte regroupe I'ensemble des individlssméme année

et dans le second, celui des femmes ayant eu une premiérencaiasaméme age révolu.
Comme le montre la figure 2.23, une cohorte est délimitée partdgectoires forcées, c’est-
a-dire par deux obliques matérialisant la coordonnée invariante individndpadu. Dans le
premier exemple, la cohorte correspondant a une année donnémitést fiar les lignes de
vie de deux individus nés respectivement en début et en fin me8aconcernée ; dans le
second, la cohorte correspondant a un age révolu donné est limitéetpgebtsires forcées

de deux femmes ayant eu une naissance aux ages exacts encadrant I'age révolu concerné

" Nous aurions préféré utiliser les expressions éément-origine » pour désigner le point initial et

« événement commun » pour désigner I'événementrerigen effet, le point initial correspond a un
évenement a partir duquel la durée de référencec@sptée ; c'est bien l'origine de cette derniere.
L'évenement-origine désigne I'événement que degvithas doivent avoir connu a la méme durée pour
entrer dans une méme cohorte ; c’est donc bienvanetnent qui leur est commun. Toutefois, vu que le
vocable « évenement-origine » est couramment erd@oydémographie pour désigner I'événement qui fait
entrer un individu dans une cohorte, nous lui avemsservé ce rble et opté pour « point initial »umpo
désigner I'origine de la durée de référence.



Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditaba$a cohortisation 93

Figure 2.22. Les deux exemples sous forme de graphiques
(a) (b)

Age Durée écoulée depuis la premiére naissance
A A

Cohorte Cohorte

N N

N N
> >

Temps (hote) Age de la meére (hote) et age de la mére
et moment de naissance (parasite) au moment de la 1ére naissance (parasite)

La définition d’'une cohorte comprend deux €léments essentiels, a B&v@irement-origine
qui la fonde et la durée de référence qui sert a le repéreréReurompléte, la désignation
d'une cohorte devrait donc comporter une double référence explicite :

- a son évenement-origine désignant I'événement fondateur de la cmatenenté par
I'ensemble des individus la composant. En ne précisant que ce preémemegl on
parlera, pour le premier exemple, d'une « cohorte de naissance » (ou «@emngrati
pour le deuxieme exemple, d’'une « cohorte de parité 1 » ; ou, autres péssdildehors

des deux exemples, d'une « cohorte de mariage », d'une « cohorte de migration », d'une

« cohorte de divorce »...

- a sadurée de référence désignant la durée qui a servi a défininkitependant lequel
I'ensemble des individus composant la cohorte doit avoir expérimenté |'@mnem
origine. En ne précisant que ce deuxieme élément, une « cohorte de iealendr
désignerait une cohorte pour laquelle I'événement-origine s'est pdodaiit la méme
année (cas du premier exemple); une « cohorte d'dge », comme dans é&meeuxi
exemple, désignerait une cohorte pour laquelle I'évenement-originpre@sit au méme
age (révolu) ; autre exemple encore, une « cohorte de durée du mariagmerdisine
cohorte pour laquelle I'évenement-origine s'est produit a la méme deéwatu¢) du
mariage...

Un méme évenement peut aussi bien jouer le role de point igitealcelui d’événement-
origine, comme ce sera souligné dans les deux exemples de cohortes qui vont suivre :

- ensemble des individus qui ont divorcé durant la troisieme année aprésigragon
(I'evénement-origine étant le divorce et une migration constituantite jndtial de la
durée de référence) ;

- ensemble des individus qui ont migré durant la deuxiéme année apres ure divorc
(I'événement-origine étant, cette fois, la migration et un divorcdittarg le point initial
de la durée de référence).

Finalement, une « cohorte de naissance de calendrier » ou « générataahemnldrier »
désignerait I'ensemble des individus nés durant la méme année ; uneatigemnkage (des
meres) », I'ensemble des individus nés de méres d'age révolu identique«agéngation
d'age de mariage », I'ensemble des individus nés a une méme durée dévolagage de
leur mére. De méme, une « cohorte de mariage de calendrier ometipn de mariage de
calendrier » désignerait lI'ensemble des individus s'étant mariésitae année, et une
« promotion de mariage d'age », I'ensemble des individus mariés au méme age.
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En théorie, pour définir completement une cohorte, il faudrait toujocosiie a I'expression
cohorte d’événement-origireo de durée de référende™. Dans la pratique, comme la durée

de référence correspond souvent au temps-calendrier, la mention égnearicest en regle
générale purement et simplement omise. Une cohorte sera définiernergquea le critére
d'événement : « cohorte @® ». On parlera donc de cohorte de naissance, de mariage, de
migration, de divorce, étant sous-entendu qu'il s'agit de cohorte delrealean termes de
durée de reférence. Pour les plus courantes, les cohortes de naissmrdd@mographes
recourent a un seul mot : génération. On applaudira au passage te dansoncision des
démographes : «cohorte de naissance de calendrier» se traduit paccéeircia

« génération » !

D’une maniére générale, comment représenter sur un diagramibexidaine cohorte deo
dedr ? La solution la plus simple, car produisant un diagramme facilettke en parallele
avec un diagramme de Lexis classique, consiste a mettre ladduré&rence en abscisse en
tant que coordonnée héte, en remplacement du techpsg(re 2.24) ; le moment de cette
durée de référence qui a vu les individus subir I'événement-origin@nemue coordonnée
parasite (en remplacement du moment de naissance) et laédordée depuis I'évenement-
origine en ordonnée (en remplacement de I'age).

Figure 2.23. Diagramme de Lexis avec durée de référence et évenement-oegi
quelconques

(a) (b)

durée écoulée depuis I'événen-origine durée écolée depuis I'événeme-origine

A A
Trajectoire forcée cohorte

N N\

N N
> >

durée de référence (h6te) et durée de référeriée@nement-origine (parasite)

Des coordonnées ainsi définies ne pourront que respecter les cordigiafissement d’'un
diagramme de Lexis :

- durée écoulée depuis I'évenement-origine = durée de référence —dduré&rence a
I'évenement-origine ;
- durée de référence a I'’évenement-origine ne peut qu’étre invariable indiviochdpédu.

Sur un tel graphique, des trajectoires forcées (sous forme d’obliquissantes inclinées a
45°) apparaitront pour matérialiser la coordonnée invarightégure 2.24). Finalement, une
cohorte rassemblera tous les individus ayant subi I'événement-oggiderant la méme

' C. Blayo désigne par « variable » la durée écodémiis I'événement-origine ; par ailleurs notreégude

référence ne trouve pas de correspondant car feugmuivalente dans ses exemples au temps-calendrie
(cf. : C. Blayo (1991), pp. 1394-1399). Il est a najee cette derniére publication ne poursuit pasdene
objectif que la nétre.
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durée révolue de référende; sur le diagramme, elle sera délimitée par les dejectoires
forcées encadrant la durée révolue concercfééqure 2.24).

2.5.4. Des diagrammes de Lexis temporels a plus de deuxemx

Tous les diagrammes de Lexis proposés jusqu’ici comptent deux axestpetrreettant
d’utiliser trois coordonnées pour la localisation des observatiotdl. [isssible d’envisager
I'élaboration de constructions a plus de deux axes et trois varigblesonserveraient les
caractéristiques d’'un diagramme de Lexis, dont la présence eetdigs forcées ? La
réponse a cette question est résolument affirntatiPar ailleurs, bien que, sur un plan
purement théorique, le nombre d’axes — égal ou supérieur a deux — peutléteques nous
restreindrons I'exposé qui va suivre au seul cas des graphigues axéwiétant donné que,
sur le plan pratique de la représentation, une telle limitation s'impose tatelleanhent,

2.5.4.1. Construction des diagrammes de Lexis a trois axes

La figure 2.25.a représente un systéme a trois axes : le téagaset la durée écoulée depuis
le mariage. C’est par facilité que nous avons décidé d’attribgeaXes a des durées de
référence, selon la nomenclature adoptée précédemment ; le ctadixras bien pu se porter
sur des variables a valeur constante individu par individu (comme lemia® naissance, le
moment du mariage ou I'age au moment du mariage) sans modgigitdadu raisonnement,
sauf dans le détail de sa présentation, qui en deviendrait en oubeuumoins aisée, du
moins a notre avis.

Figure 2.24. Systeme a trois axes et repérage d’une trajectoire

(a) (b)

Age Age

Durée du mariage Durée du mariage

Temps T+a+b Temps

' Keiding signale que Lexis a introduit, dés 187&,type de construction pour représenter des popusat

touchées par plusieurs changements d'état sucgessiime, par exemple, le mariage et le divocEeN.
Keiding (1990), p. 490). Il ne s'agissait donc ks multiplier les coordonnées servant au repérage d
observations comme ci-aprés, mais simplement delascien troncons les lignes de vie, chaque trongon
correspondant a des états précis. Plus récemmeunbsdh a proposé des figures en volume allant
exactement dans le sens de ce qui sera explicagres ¢f. G. Wunsch (1968), pp. 408-409). Tous les
essais de Wunsch a ce sujet n'ont pas été pubfiés.(Vandeschrick (1994), p. 304).
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La figure 2.25.B montre la ligne de vie d'une femme née au tdmpsariée au temps+a,

soit a I'agea et ayant subi un évenement quelcongua temps+a+b, soit a 'agea+b et a

une durée du mariad®’. La ligne de vieNME est en fait brisée en deux : avant le mariage, la
durée du mariage vaut continuellem®ngt donc cette partie de la ligne de vie reste sur le
plantemps-agdsegmentNM). Apres le mariage, la troisieme coordonnée devient pleinement
active et croitra au méme rythme que les deux autres ; en comsggleeligne de vie va
progressivement pénétrer a I'intérieur du volume défini par les trois axgsgStME).

En fait, une construction de ce type permettra de localiser dessatisns en fonction de six
coordonnées. Tout d’'abord, les trois premieres sont simplement ialslesufigurant sur les

axes. Par ailleurs, pour se localiser sur le péanps-aggen fait un diagramme de Lexis
classique), la coordonnée du moment de naissance pourrait suppérapseou I'age. Cette
coordonnée, parasite sur I'axe du temps, peut se déduire des deux Butnesment de

naissance se calcule en retirant I'age du temps.

Les variables des deux autres plans peuvent aussi se combiner pareillemeritepénneiaer
une autre coordonnée du méme type : premierement, en retirant la durée du docienges,
on obtient la date du mariage ; en la retirant de I'dge, 'dge aiage. Vu la nature des
équations générant ces nouvelles variables, elles se traduiront chmmudes obliques
croissantes sur le plan des deux variables les ayant engendrées.

Figure 2.25. Diagramme a trois axes et coordonnées parasites

Age (hote) et age au

mariage (parasite) Durée du mariage

>

Temps (hote) et moments de
naissance et de mariage (parasites)

Comme indiqué sur la figure 2.26, les moments de naissance et dgeanparasiteront de
conserve I'axe du temps et I'age au mariage, celui de'l'd@@r ailleurs, ces trois nouvelles
coordonnées présentent toutes la caractéristique d’étre invaiiaditedu par individd’. En
définitive, les six coordonné8slisponibles pour repérer un événement sont le temps, l'age, la

Y Sicet événement n'est pas le décés, le segmantapse prolonger au-dela du padt

Les coordonnées parasites pourraient se repantdiage de I'autre variable ayant permis son chimais
cela aurait entrainé I'apparition d'échelles diéfdtes a faire figurer sous les axes, ce que noussaxoulu
éviter.
C’est parce que les axes ont étériori attribués aux durées de référence que les troiables parasites
présentent cette caractéristique d’invariance t toure choix initial pour les axes ferait appaeaites
variables en variation continue individu par indivi

D’'une maniére générale, pour autant quenesmriables figurant sur les axes aient les caratigues
voulues (possibilité de se combiner deux a deux dene relation additive pour faire émerger unealdei
supplémentaire) et siest égal ou supérieur a 2, le nombre de coordsreféectivement utilisables en plus
de celles figurant sur les axes correspond au n@ibicombinaisons de deux éléments a choisir parmi

- sin =2 (cas classique), une variable supplémentg2&(2!0!)) ;

- sin = 3, trois variables supplémentaireg@!/(2!1!)) ;

- sin =4, six variables supplémentairegt!/(2!2")).
G. Wunsch ((1968), p. 409) a procédé a des catlmilse type, mais en les faisant porter sur le nerdbr
plans nécessaires en fonction du nombre d'événaroeigfines.

18

19

20



Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditaba$a cohortisation 97

durée du mariage, le moment de naissance, le moment du marié@geeau moment du
mariage. Toute combinaison de trois coordonnées choisies parmi tespgiribles permettra
de localiser une observation. En effet, chacune se traduiraeaotume par un plan soit
horizontal, soit vertical, soit oblique (selon gu’elle se traduitraiéene par une horizontale,
une verticale ou une oblique sur le plan de ses axes) ; lintensed®i ces plans définira
I'emplacement de I'observation.

2.5.4.2. Localisation de trajectoires et d’observation sur des diagrammes a trois axe

La figure 2.27 est constituée d’'un extrait de la figure 2.25 ; seydartee de la ligne de vie
postérieure au mariage a été prise en compte, soit le seiyfiebhe moment du mariage y
est désigné pafM (et non plusT+a) ; le moment de I'évenemeld, par TE (et non plus
T+a+b) ; les ages au mariage et a I'évenentenespectivement paM et AE (et non plusa
eta+b) ; finalement, la durée du mariage a I'évenemenQME (et non plug). Le trait qui
unit les pointsM (le mariage) eE (un évenement quelconque) représente une trajectoire
forcée : tout ce qui affectera l'individu en cause entre les memnimariageTM) et de
I'événement TE) devra se localiser sur cette oblitiu8i sur le diagramme de Lexis classique
a deux axes, la ligne de vie est déterminée sur base du seul poinssineey dans un
diagramme a trois axes comme celui de la figure 2.27, la positacteexle la ligne de
mariage — et singulierement son point initial — dépend en plus dedaddanariage : que
celui-ci soit plus précoce ou plus tardif et la trajectoirederde la vie maritale occupera une
position respectivement plus basse ou plus haute, plus a gauche oudphite &ans le
volume. Il n'empéche que toutes ces trajectoires seront pasattéemme les lignes de vie
dans un diagramme de Lexis classique.

Figure 2.26. Localisation d’une ligne de mariage sur un diagramme a trois axes

Age (hote) et age au ) )
mariage (parasite) Durée du mariage
A A

AE —

DME

AM ——— M

Temps (hote) et moments de
naissance et de mariage (parasites)

\ 4

\ \
™ TE

Outre des événements individuels et a linstar du diagramme de lotagsique, des
ensembles d'individus ou d’événements pourront bien évidemment aussi lseica un
diagramme en trois axes. Ainsi, le trait horizontal en graa figure 2.28.a localise I'effectif
des individus ayant fété leur anniversaret leur anniversaire de mariaD® durant I'année
T; pour sa part, le carré de la figure voisine localise I'dffelets individus ayant fété leur
anniversaire de mariag@M a I'age révoltAR durant I'annéd’. Un effectif correspondra a un
trait (cas a) s'il se définit a I'aide d’'une coordonnée de duiéenge) et de deux autres
ponctuelles ('age exact et 'age exact du mariage), et sunfiace (cas b) si sa définition
s’appuie sur deux coordonnées de durée (année et age révolu) et umadrpaietuelle (age
exact du mariage).

*  Par rapport aux figures précédentes, on n'a prisoenpte que la partie de la ligne de vie aprésdeage,

c'est-a-dire celle ot toutes les coordonnées Stiivtess.
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Figure 2.27. Localisation d’effectifs sur un diagramme en trois axes

Age

DM

(@)

Durée du mariage

Age

AR

(b)

DM

Durée du mariage

>
>

Temps

Si, dans le diagramme de Lexis classique, les ensembles digsmiiseoccupent toujours des
surfaces, ils occupent toujours des volumes dans le diagramme aaxesis car ils se
définissent toujours a I'aide de trois coordonnées non ponctuelles. Ainahdede la figure
2.29.a regroupe les évenements s’étant produits durant I'dnpéer des individus d’age

révoluAR et de durée révolue de maridg®IR.

Ces évenements concernent deux cohortes de mariage d’'age : le geisanéigure 2.29.b
localise le sous-ensemble des évenements s’étant produits pouadigetis mariés a I'age
révoluARM (avecARM = AR-DMB?; le deuxiéme sous-ensemble (non représenté) concerne
pour sa part des individus mariés a I'age réWRM-1(en supposant donc g T etDMR
représentent chacun un an).

Les évenements du cube initial concernent deux promotions de mariageisioe de la
figure 2.29.c localise parmi le total des événements du cube cewnssipour des individus
mariés durant 'anné&M (avecTM = T-DMR), le solde concernant la promotidiM-1.
Finalement, les événements du cube relévent de deux génératiggséidationTN (avecTN

= T-AR-1), comme l'indique la figure 2.29.d ainsi que la génération suivante. €@ c
derniere construction, des lignes courbes apparaissent ; elles sesganés pour éviter de
confondre certains traits du prisme ou du triangle avec certaines flechegedtqn.

22

Les &ges au mariage supposés par ce graphiquersaggine nuptialité pour le moins précoce. C'était
indispensable pour pouvoir exécuter ces figures tanslation d’axes !
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Figure 2.28. Ensemble d’événements sur un diagramme en trois axes
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Au départ d'un diagramme a trois axes, on pourrait aussi identiferpdeallélépipedes
rectangles et autres formes définis au moyen d’une, deux ofi t@dsdonnées invariantes
individu par individu. A titre indicatif (et sans chercher & illesttous les cas de figures
envisageables...), la figure 2.30 propose le parallélépipede regroupavenesnénts s’étant
produits pour la générationAR-1, a I'age révoltAR et pour une durée de maridg®IR. Ces
evenements se sont produits durant deux années succdssiees.

Figure 2.29. Localisation d’'un parallélépipede sur un diagramme a trois axes

Durée du mariage

Age /

AR

Temps

2.5.4.3. Diagrammes a trois axes et réduction du nombre d’axes

Les graphiques a trois axes du point précédent pourraient se réddisggenmmes en plan
par projection. Toutefois, au contraire de ce qui avait été constatél'@aioration du
diagramme de Lexis classique au départ du volume (point 2.4), dioperde réduction
s’accompagnera ici de la perte d’'une part de l'information leitantenue sur le diagramme
atrois axe¥.

La figure 2.31.a montre la trajectoire d’'un individu néenmarié enT+a et affecté en
T+a+b par un événement quelcongbdeSa vie maritale, trajectoire forcée, sera représentée
par le segmenYlE, éventuellement prolongé au-delaKiesi I'événement en cause n’est ni le
décés, ni une rupture d’unidnCette trajectoire peut étre projetée sur I'un des trois plans
définissant le volume. Ainsi, la figure 2.31.b montre la projection tigia de mariage sur le
plan temps-durée de mariage.e diagramme a deux axes obtenu présente toutes les
caractéristiques d’'un diagramme de Lexis ; toutefois, suita prdjection, lI'information
concernant l'age est perdue: il est impossible sur cette figurdodaer le moindre
renseignement a propos de I'age des individus concernés par un évenement.

# Lannexe 2.2 reprend I'exercice perspectif si fess coordonnées invariantes devaient interveairss

forme unitaire.

* A ce sujetcf. G. Wunsch (1968), pp. 408-409.

* Comme nous I'avons déja précisé, la ligne de vigie-I'on pourrait aussi dénommer ligne d’age, ge q
serait plus approprié, vu ce qui va suivre — pausa prolonger au-dela de la mort. De méme, la&alur
écoulée depuis le mariage peut trés bien se prefoag-delad d’'une éventuelle rupture d'union ; laééu
écoulée apres le mariage continue d’augmenter, nagmes la fin de I'union. Dans ce cas, il faudsaihs
doute donner un autre nom a la trajectoire : ligaedurée écoulée depuis le mariage en remplaceseent
ligne de mariage. Il est a noter que cette lignetmecaussi I'évolution de I'age ou du temps !
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Figure 2.30. Diagramme a trois axes et projection

Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditia$a cohortisation

Figure a Figure b
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La projection de la trajectoire pourra s’exécuter sur les deuasapkans df. figure 2.31.c et
d). A chaque fois, un diagramme de Lexis & deux axes apparaitra; a doégue
I'information indiquée initialement par I'axe supprimé disparait.pajection sur un plan
peut aussi concerner des ensembles d’événefhenidindividus. Ainsi, sur la figure 2.32, le
cube contenant les évenements survenus durant I'dnpéer des individus d’age révoAR
et pour une durée de mariaPMR est projeté sur le plaremps-ageautrement dit sur un
diagramme de Lexis classique. Comme il sied sur ce type de figsr événements d’'une
année et d’'un age révolu s'y localisent dans un carré, mais sanduplune gossibilité de
distinction a propos de la durée du mariage.

Figure 2.31. Projection d’'un volume sur un des plans d’'un diagramme a trois axes

Durée du mariage

Age /

7 G——
AR DMR / ,,,,,,,,,,

>
>

Temps

Ce type de projection pourra se faire au départ de circonstdifiggentes (sur un des deux
autres plans ; au départ de prismes, de parallélépipédes...), maiss@yecia perte d’'une
partie de [linformation initiale. Cette perte d’information soulignme différence
fondamentale entre la réduction du nombre d’axes telle qu'opérée icapaort a celle
utilisée lors de I'élaboration du diagramme de Lexis classique. D’ou vient dédtenlie ?

Dans le cas du diagramme de Lexis classique, les trois vari@iokolume initial (temps, age
et moment de naissance) formaient une combinaison linéaire ; peg, cants le cas qui nous
occupe maintenant, il n’en va plus de méme : le temps, l'age etrde die mariage ne
peuvent se combiner dans une relation de ce type. Cette differenadlese dans la
distribution des trajectoires forcées : au contraire du diagrammeexds classique ou les
lignes de vie n'occupaient qu’un plan dans le volume initial, dans le dasfigare 2.32, les
trajectoires forcées peuvent se localiser n'importe ol dawmsllen€’, ce qui empéche de
réduire le volume a un plan sans perte d’information. La condition de caisdm linéaire
n'étant pas remplie, la réduction d’axe ne pourra s’opérer, du moins sans perte dtinforma

Certaines circonstances précises d’analyse pourraient donner llg&talalissement de
diagrammes de Lexis a trois axes (ou plus), éventuellement sésaplifans une deuxieme
étape, par réduction du nombre d'axes. Ainsi, Blayo propose notamment ceanialys
avortements de femmes mariées selon la durée de leur mataga distinguant en plus des
sous-cohortes selon leur Age au maffadRour représenter ces données, il faut utiliser un
diagramme de Lexis a trois axes. Parmi les différentes e®raue peut prendre ce

* La figure 2.29 recourait déja a ce type de praje¢tmais dans un autre but: déterminer les cebort

concernées par un ensemble d’événements. Il nelsacapas nécessaire de fortement développer oe poi
« N'importe ou », c'est trop dire dans le casmpis sert d’exemple : on voit mal quelqu’un se araaivant
d’avoir atteint un certain age : toute la partievdlume sous le plan correspondant a I'age mininawm
mariage restera libre de toute trajectoire de rgaria

*  Cf. tableau 6, exemple 3 dans C. Blayo (1991), pp411395.

27
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Dans un tel volume, les avortements survenus pour des femmeg s¥éia@es a 18 ans
révolus occupent une tranche obliqaé figure 2.33.a). A l'intérieur de cette tranche, on peut
isoler la zone dévolue aux seules femmes s’étant mariées s 1&wlus durant 'année
1992, soit la promotion d’age 18 ans révolus de I'année X99%%g(re 2.33.b). Cette zone se
termine en biseau car les observations y présentées ne dépasséage de 22 ans exacts.
La figure 2.33.c montre, pour sa part, la zone de la tranche initialeudéaotous les
evénements s’étant produits durant la seule année 1994 ; ces donnéesenbriesrn
promotions d’age 18 ans révolus de differentes années. Ces deux ddigugesspermettent
d’opposer les optiques transversale et longitudinale : les données dmiarprdéboucheront
sur une analyse longitudinale et celles de la seconde, sur une analyse transversale.

En fait, cette situation d’analyse peut se représenter d'uneeraaplus simple apres
réduction d’'axes, apres suppression de celui de I'age. La figure 2.33adobténue par
projection sur le plartemps-durée du mariagerojection déja suggeérée sur les figures
précédentes. La promotion d’age 18 ans révolus de 1992 y occupe un couloir oblmue, s
une perspective longitudinale et 'année 1994, un couloir vertical selon uspegteve
transversale.

Dans le cas présent, la réduction d’axes s’opére sans perte datitorroar, des le départ, la
variable dont I'axe va disparaitre a été en partie neutraliséesont prises en considération
gue les seules femmes s’étant mariées a 18 ans ; cellse gont mariées plus ou moins
jeunes restent exclues de la tranche initiale. En conséquence, e sgdihétigue mesuré
dans la cohorte de la figure 2.33.d quantifiera I'activité du phénoméomglele la promotion
d’age 18 ans révolus en 1992 ; de méme, celui qui le serait dans ¢ a@utical, la
guantifierait pour l'année 1994, en recoupant les promotions d’age 18éwaoksisr de
différentes années.

Prétendre que la réduction d’axes s’opere sans perte d’informaish trdp dire, sauf si la
précision a propos des générations est sans importance. En efitriess de la promotion
d’age 18 ans révolus de 1992 relevent de deux générations, celles de d87iD@4. Cette

distinction pourrait étre maintenue a conditions de multiplier les akelonc les niveaux de
sous-cohortes.

Dans son article, Blayo propose a titre d’exemple une analyse poutafgssnaissances
légitimes de rang 2 parmi les femmes nées en 1960, mariées eet B9@Dt eu une premiere
naissance en 1982Pour illustrer ces données, il faudrait imaginer un diagramme gequat
axes pour figurer le temps, I'age, la durée du mariage et la decoake€é depuis la premiére
naissance. En fixant la génération, la promotion de mariagenegkade la premiere nais-
sance, les observations pourraient se projeter sur un diagramme de Lekjaelasgps-age

Ces deux exemples montrent, a notre avis, le caractere relativement inopechagcdenmes
de Lexis a plus de deux axes qui, soit restent difficiles a(diles que la vocation du
diagramme de Lexis est de faciliter la compréhension de I'egett des données !), soit se
révélent purement et simplement impossibles a représenter.utisaonsiste a revenir a un
diagramme a deux axes en fixant la valeur de certaines coordonnées.

Techniguement réalisable en cas de trois axes, ce type de comstpeut se réveéler utile
pour bien montrer, par exemple, que les femmes mariées a un agedénaitiune année

29

Cf. tableau 2, dans C. Blayo (1991), p. 1384. llaesbter que, dans son exemple, Blayo ne retientegue
naissances féminines et les femmes analphabétesdélsx caractéristiques « qualitatives » sont kders
propos dans notre cas ; elles ont été abandonnéesapsuite de I'exposé.
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appartiennent a deux générations ou que les mariages d’'une génaratoage révolu
s’étalent sur deux générations, mais il s'agit Ia de considéraiamailleurs bien établies sur
la base de simples diagrammes a deux axes...

2.5.4.4. « Lexis pencils »

Les « crayons de Lexis » ou « Lexis pencifsse localisent le plus souvéntlans des
diagrammes de Lexis a trois axes {igure 2.34). L'axeZ supporte la date du mariage ; I'axe
vertical, la durée du mariage et I'axe en arriere plan I'ags. lignes de mariage s'y
représentent non pas par de simples lignes, mais par des crayocisagboimie des trois faces
visibles montre, par un systéme de coul8ules statut par rapport a 'emploi de la femme et
de 'hnomme formant le couple concerné ainsi que I'age de I'enfgitisejeune au sein de la
famille. Et c’est bien I'objectif de ce type de figuration : « aywé visualizing a moderate
number of individual time changes in a number of categorical variaBles »

Figure 2.33. Diagramme a trois axes et Lexis pencils

Z: date of marriage
Source B. Francis et J. Pritchard (1997, b)

Cette figure représente des lignes de mariage. En quoi diféee-te la figure 2.27
(indépendamment du fait que, d’'un cété, les lignes sont nombreuses atjtde Il n'y en a
gu’une seule) ? Sur la figure 2.34, toutes les trajectoires commesuedatplan horizontal et

30

A ce sujetcf. notamment B. Francis et J. Pritchard (1997, aBobrancis et J. Pritchard (1997, b). Il est &
noter que les crayons de Lexis s'utilisent évemdusint sur des diagrammes a deux axes. Par ajlliéurs
existe un logiciel pour dessiner les crayons deid,exLexis plot » (adresse wehttp://www.cas.lancs.ac
.uk/alcd/visual/lexis_plot.html.

Parfois sur des diagrammes a deux age$itp://www.cas.lancs.ac.uk/alcd/visual/lexis_peiihl).
Initialement, sur la page web, les faces du crasamt colorées et non en grisés, ce qui rend ladiglus
attractive, si pas plus lisible.

®  B. Francis et J. Pritchard (1997, a).

31
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non pas a des hauteurs différentes. En fait, il suffirait de défgsgelume de la figure 2.27
sur le plartemps-agest de I'orienter adéquatement pour obtenir le méme effet.

Plus significatif comme différence : dans la figure 2.34, lesd¢tajres montent parallelement

au planage-durée de mariagalors que dans la figure 2.27, elles ne sont paralléles a aucun
des plans définissant le volume initial. Il aurait suffi que, paxe, Z on opte pour le temps

et non pour la date de mariage pour que les deux figures ne s’oppasesr ce point. La
coordonnée figurant sur I'axé de la figure 2.34 est invariante individu par individu, ce qui
force les trajectoires a suivre une orientation paralléle aufptené par les deux autres axes,
alors que dans la figure 2.27, les trois coordonnées invariantes pdrageaxes et se
traduisent donc par des obliques.

Bref, les crayons de Lexis sont bien un exemple d’application ot un diagra® Lexis a
trois axes peut intervenir.

2.5.4.5. De I'utilité des diagrammes a plus de deux axes

En général, le démographe utilise le diagramme de Lexis pour visuléselonnées et
surtout comprendre comment elles s’organisent par rapport a ladeatadigure 2.14, trame
gue constituent les droites symbolisant les limites d’années gértrations ainsi que les
ages exacts. Le plus souvent, les lignes de vie —ou autre trggdimicées, s'il échet —
n'apparaissent pas sur le graphique ; en effet, pour peu que les observationpBenudés
lignes occupent tout I'espace et font disparaitre la trame, aemgila figure inutilisable et
finalement sans grand intérét pratique. Si I'une ou l'autre lignged@en dehors de celles qui
délimitent les générations) apparait, c’est pour expliquer la logigua construction et de
I'utilisation de I'outil.

Dés 1880, Lexis épouse ce point de vue en défendant son diagtamme

« De plus, cette construction nous permet trés facilement de nous dispens
entierement des lignes de vie, en ne conservant que leurs somnseig;dire les

points mortuaires. Il n'est d'ailleurs pas absolument nécessaire que ces points
soient dessinés ou que leur densité plus ou moins grande soit représentée
graphiquement ; la chose principal est toujours le réseau de lignesesquelles

on se figure mentalement les points mortuaires ».

Que le diagramme soit en plan ou en volume ne change rien a ce propas leosuiggere, a
notre avis, la figure 2.34 : comment arriver a lire, comprendre ou oegdess observations
sur ce diagramme ou la trame disparait derriére les craydrexieet ou des observations en
dissimulent d’autré§ et ce malgré I'apport de la couleur sur le diagramme original ?

* W. Lexis (1880), p. 301. Si nous sommes d'accovécales considérations de Lexis pour utiliser

concretement son diagramme sans y dessiner lesl@dmvie ou les points mortuaires, par contresopaut
considérer qu'il s'agisse d'un point assurant l&t@ndue supériorité de sa construction par rapport
d'autres, comme celle de Becker (qui sera présetdés le point 2.6), qui en fait présentent tolkss
qualités de la sienne.

A ce suijet, il faut signaler la possibilité pagfafferte de faire pivoter le diagramme de Leximnme
indiqué sur le site web kttp://www.cas.lancs.ac.uk/alcd/visualivia I'option : « Animated gif file as an
alternative for browsers which cannot view VRMLefl». Cette possibilité est éventuellement intéress
a certains égards, mais pour autant que les olismyaestent peu nombreuses. Le facteur limiwdif
nombre reste donc d'actualité.

35
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Tant que le diagramme de Lexis reste a deux axes, son usageréensé. Par contre, dés
gue la perspective dans la @imension devient nécessaire pour la représentation d'un
troisieme axe, il devient nettement moins convivial. Ainsi, les éiguR.29 ou 2.31
demanderont une attention des plus soutenues pour apprécier corredeematire de
I'information représentée. A notre sens, I'élaboration de diamger plus de deux axes est
une voie sans grand intérét: autant le diagramme en deux axes aldmtéut, autant
I'apparition d’'un troisieme axe en annule la plupart des bienfaits: R suite de I'exposé,
nous nous en tiendrons donc aux diagrammes a deux axes.

2.6. Historique du diagramme de Lexis

2.6.1. Introduction

Vu l'importance accordée au diagramme de Lexis dans ce trdvadus a paru opportun
d’aborder briévement I'historique de sa mise au point au dix-neuvii@uole®s Ce sujet se
réveélera d’autant plus intéressant que, d’'une part, pour expliquer lauctiost de son
diagramme, Lexis suivait un cheminement différent de celui que nous atdop& et que,
d’autre part, la question de la paternité de cette figure la étget d’une controverse pendant
une période relativement longue (plus de vingt agresso modaeentre 1880 et le début du
vingtieme siecle, en prenant les dates extrémes des documemtssia te sujet et dont nous
avons pu prendre connaissance).

Le premier point abordera donc la facon dont Lexis expliquait saowedlsi diagramme ainsi
gue d'autres, notamment celle de Becker (point 2.6.2). Le point suivaetarde la question
de la paternité du diagramme et remettra en cause I'appeltatidiragramme tant il semble
evident que Lexis ne peut en revendiquer I'invention (point 2.6.3).

2.6.2. Le diagramme de Lexis expliqué par... Lexis

Pour expliquer sa constructidnLexis part d'une figure ne comportant qu'un seul axe
représentant le tempsf(figure 2.35.a). Sur cet axe, prennent place les points de naissance
(soit respectivement pour trois individus, a, b et c) et de décégdspectivement A, B et

C) ; 'espace entre les points de naissance et de décés podiivieiui figure sa durée de vie.

Si les observations se multiplient, le graphique devient rapidemenisatie par profusion

de points. Il fallait donc « employer une méthode quelconque pour sépalignéssde vie
superposées dans I'ax& »

36

Nous avons publié trois textes sur le sujet (hdéschrick (1992, 1994 et 2001). Nous ne reprersdicin
que quelques éléments de ces publications, toudj@mant quelques compléments d’information. Par
ailleurs, on trouvera un bon résumé en langue ris$distoire du diagramme dans la publicatiorvante :
Grande Encyclopédie Soviétique (éditeur) (1994)amment aux pages 440-441.

Lexis a présenté pour la premiére fois sa figuresdune publication en allemand (W. Lexis (187Bpr
confort linguistique, nous nous référerons toutefmiéférentiellement a une publication en franpaisie 5
ans aprés (W. Lexis (1880)).

*®  W. Lexis (1880), p. 299.

37
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Une premiere solution consiste a déplacer verticalement lessddeceie en laissant entre
chacune un espace constant, ce qui conduit & la figure de Kr@efte figure marque un
progres, mais souffre aussi d'un grave défaut: les ages gemhgsations ne peuvent s’y
représenter de facon systématique ; I'importance graphique d’'une tgané&st fonction du
nombre d’individus qui la composent et un age se représente pagun@dltisée et non par
une simple oblique inclinée a 45X.(figure 2.35.b).

Figure 2.34. Ligne du temps et diagramme de Knapp
(a) (b)

Moment de naissance

A

>
>

,—.—.—.—. —a >

a b ¢ B A C Temps a b ¢ B

>
@]

Temps

Becker reprit cette idée, mais en respectant, pour le dématemrtical des lignes de vie,
I'écart horizontal entre les points de naissance des différeditsdus f. figure 2.36.5%. Il
obtient ainsi un diagramme en temps et moment de naissance teffiquaw@oint 2.3.4.2.
Ce diagramme a toutes les qualités voulues, avec notamment sergati®n systématique
du temps, de I'age et du moment de naissance.

Figure 2.35. Ligne du temps et diagramme de Becker

(@) (b)

Moment de naissance

A

\ 4

,—.—.—.—. i >

a b c B A C Temps a b c B A C Temps

Lexis repart toujours de la figure a un seul axe, mais il fairr suis rotation de 9¢°aux
durées de viecf. figure 2.37.b); celles-ci se retrouvent donc en position verticale. Son
procédé débouche sur le diagramme en moment de naissancecét@mat(2.3.4.1).

¥ G. Knapp (1868), p. 27.

“ K. Becker (1874), p. 77.

“ Lexis a hésité a propos de I'angle de rotaticih\V. Lexis (1880), p. 300). Il a aussi proposé ngla de
60° qui donnait un diagramme triangulaire ; selenik ((1875, pp. 13-14), cette méthode offrait datage
de déboucher sur des triangles élémentaires égpailat et non isoceles. N. Ryder a aussi proposdelire
représentation triangulaire (a ce dernier sgjet;. Caselli et E. Lombardo (1990), pp. 407-408).
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Figure 2.36. Le diagramme de Lexis par Lexis

() (b)

Moment de naissance

A

R

,—O—O—O—I i—a >
a b c B A C Temps a b c B A C Temps

Lexis estime que sa méthode est la plus commode. Il ajoute :

« De plus, cette construction nous permet trés facilement de nous dispens
entierement des lignes de vie, en ne conservant que leurs somnséta;dite les
points mortuairesgn effet, lorsque les lignes de vie sont verticales par rapport a
'axe de temps, chacune d’elles est parfaitement déterndid€ejue son point
terminal a été établi, et dans ce cas la ligne elle-méme devient sep2rfl

On ne peut suivre Lexis sur ce point: la construction de Beckerciement les mémes
qualités et offre les mémes possibilités que la siénteseule différence vient des variables
privilégiées et de la variable parasite (I'age chez Beokele temps chez Lexis). Pour le
reste, tout ce que la version de Lexis permet de faire, ceBedkeer le permet tout autant,
moyennant quelques petites adaptations. Ainsi, sur le schéma de Bacgeut se contenter
de localiser les points mortuaires qui a eux seuls détermineiuiégs de vie, méme si
celles-ci se retrouvent en position horizontale ; le caractereintbspensable du dessin
effectif des lignes de vie sur le diagramme ne peut étre codsidérme une exclusivité de la
version de Lexis !

Par ailleurs, selon sa méthode d’explication, Lexis n’est pas sarende faire émerger la
troisieme forme du diagramme (le diagramme en temps et égeoint 2.3.4.3), qui a
pourtant été proposée par Brasche plusieurs années auparaganeffet, par simple
déplacement ou rotation de la durée de vie depuis I'axe horizontal,stl pées possible
d’aboutir a cette derniere construction, ou la ligne figurant la vie ddinidu est plus longue
gue I'espace entre sa date de naissance et sa date deswédédee du temps, ce que Lexis
préférait sans doute éviter.

2 W. Lexis (1880), p. 301.

“ Pour une comparaison des constructions de LeBseker,cf. notamment G. Barsy (1958).

O. Brasche (1870). Bien plus que Lexis, cet autkmilr étre considéré comme un précurseur en maliére
diagramme de Lexig{ point suivant).

44
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2.6.3. Diagramme de Lexis : un déni de paterniteé

2.6.3.1. La controverse

A notre avis, le diagramme de Lexis ne porte pas le nom de son invévidére intérét pour
cette question de la paternité du diagramme trouve son origine daosriguse note d’'une
publication de Lexis, a propos de son livre de 1875 :

« Le titre porte selon 'usage de librairie la date de 1875, quoiquerdige et
déja paru en 1874, et I'impression avait déja commencé pendanehété@€me
temps que paraissait le travail de Becker, dont le mien estremgnt
indépendant. Une thése doctorale de Verwey, en langue hollandaiset trai
méme sujet et de I'application du méme principe parut peu de tergs aais
n'avait pas de rapport avec mon travail. L'article de Venaegté publié en
anglais dans leJournal of the Statistical Society.ondres, décembre 1875. On
doit encore mentionner la construction stéréométrique de Zedbkaridlungen
zur math. Statistik Leipzig. 1869) qui correspond au modéle, construit
dernierement par I'ordre de la Direction de la statistiqueeriae et qui a été
décrit par L. Perozzo dans un intéressant articleAtasali di Statisticad »*

Dans cette note, Lexis semble sur la défensive. Ainsi, il insistéa date de publication de

son livre officiellement paru en 1875, mais dont il soutient que l@sgon était déja
terminée en 1874 et indépendamment d’un ouvrage de Becker paru en... 1874. A propos de
Verwey”, il évoque une thése en néerlandais défendue en 1874, mais il citeclen earti
anglais paru en décembre 1875, soit un an apres la these. Enfin, a pr@paseale Lexis ne
signale nullement I'éventuelle filiation de la figure de cetautvec la sienne propre, alors
gu’elle s'impose et que I'ouvrage de Zeuner date de 1869.

En fait, une controverse a propos de l'invention du diagramme a opposé t.&dsner.
Zeuner entame un texte daté de 1886 en stigmatisant le manquemieaigzance émanant
des spécialistes d’'une discipline et dont souffrent certaines rebelse menées par des
mathématiciens. Il cite 'exemple des travaux de Gossen en émmaiitique, publiés en
1854 et ignorés jusqu’a ce que des scientifiques étrangers les détaivge ans plus tard.
Ensuite, il évoque de maniere générale « la lenteur avec lagset@tbématiciens pénetrent
dans d’autres domaines scientifiques, en partie a cause deneEsqu’ils y rencontrent dés
I'abord »" ; dans le paragraphe suivant, il signale qu’il en va de méme estigtagtj dont
I'étude de la mortalité constitue un des sujets importante Bropos, il cite son ouvrage de
1869 — s’inscrivant dans la foulée de celui de Knapp édité en 1868 — leexqligite les
méthodes a employer en matiere d’analyse de la mortalité gougant notamment sur des
graphiques qui ne vont pas sans evoquer le diagramme de Lexis.

C’est sur la base de ce document de 1869 que, en 1886, Zeuner conteste entégtem
paternité du diagramme que Lexis revendique. Voici deux citations pour le moins explicite

-« Lexis utilise la méme représentation graphique dans son livreeitdimd in
die Theorie der Bevolkerungstastistik’ Strasbourg 1875, avec des argea a

“° W. Lexis (1880), pp. 298-299.

“ Le nom de cet auteur peut prendre une autre grapWierweij ; nous avons opté pour la graphie laspl
souvent rencontrée, méme si elle ne semble pdadaapthentique.

‘" G. Zeuner (1886), p. 6.
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droit ; il accepte ainsi le plan de ma représentation stéraqueetr remarquons
en passant qu'’il n’en fait aucune mention. Je reviendrai ultérieuresmenétte
question. 3 ;

- « D’une facon générale, les figures 2 et 3 représentent exactEnm@an de
base de ma démonstration stéréeométrique de l'année 1869 et diest ce
démonstration que Lexis a revendiquée pour lui en 1875. Toute la différence
entre les deux démonstrations tient dans ce que Lexis, utilisant ma
démonstration actuelle, veut décompter dans la figure 3 le nombre dedmints
décés qui tombent dans la courbe fermée abcd, alors que moi, je |lesdiedui
différence des points d’intersection avec les lignes de vié... »

Lexis reviendra plus tard sur cette question de la paternité dansubhieation de 1903
Dans une longue note de bas de page, il cite différents auteursaagasntréfléchi a la
représentation graphique des faits démographiques avec l'intention de &Engorit doit
bien étre considéré comme linventeur du diagramme. Comme en 188@eéik réon
argumentation a propos de Becker et Verwey. De Brasche (ignoré enmM&80pas en
1875), il cite une construction qu’il qualifie d’ébauche dont la publicatioronee a 1870.
Pour I'essentiel, la note porte sur son différend avec Zeuner ; $exiéfend vigoureusement
contre les attaques de Zeuner :

« C’est de maniére tout a fait injustifiée que Zeuner (donpgaiailleurs présenté
les écrits dans mon livre de 1875 en page 33, et aussi dans lerntdsdaacais de
cet essai) prétend dans un travail ultérieur (...) que ma oaetistr a été reprise
de la base de sa présentation stéréomeétrique. Je suis parti ali@eatitre

conception, et, si en faisant cela, c’est la méme forme deuége dans le plan
de base de Zeuner qui en résulte, le contenu de celle-ci esidarpgenseé
différemment .

La différence de conception dont question repose sur le fait qu'ésepite des densités de
décédés contre des densités de vivants pour Zeuner. Ce derngaisesémblent donc bien
inconciliables !

Pour trancher la question de la paternité du diagramme, nous allbirsugtdnistorique aussi
précis que possible des différentes étapes en ayant jalonnélaun®int. Pour entrer dans
la course a la paternité, un auteur se doit d’avoir proposé un rdiagra&omportant deux
axes, mais permettant le repérage systématique des troislemi@ge, temps et moment de
naissance et, en sus, avoir intégré — éventuellement sans les dessineion ldertodjectoires
forcées a travers les lignes de vie. Avoir complété la figurey ajoutant les réseaux de
droites représente un plus appréciable car facilitant de beaucollipatian effective de
I'outil. Par ailleurs, il est utile de rappeler ici que le deagme de Lexis se décline en fait en
trois versions équivalentes, se distinguant simplement selon le choiari@ses privilégiées
ou parasitedf. point 2.3.4).

“ G. Zeuner (1886), p. 8.
“  G. Zeuner (1886), p. 11.
*®W. Lexis (1903).

* W. Lexis (1903), pp. 3-4.
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2.6.3.2. Les nominés par ordre chronologique

a. Zeuner

C'est en 1869 que Zeuner édite son diagramaofiefigure 2.38). Cette figure mérite le
gualificatif de « stéréométrique » dans le sens ou elle représentseulement les trois
coordonnées, mais aussi en plus les effectifs qui prennent placaxsuvértical Z. Le plan
horizontal formant la base du volume se délimite par les axeothem de naissance (OY)
et de I'age (OX) ; il s’agit indubitablement d’'un diagramme en momentaissance et age, a
I'exacte image de ce que Lexis a proposé. Zeuner ne fait pasigbes lignes de vie dont
il n"a pas besoin vu le caractére stéréométrique de son diagrainipale par contre
d’obligues décroissantes permettant de localiser un effectif amemnto précis d'un
recensement, par exemple.

Si Zeuner a bien utilisé comme base de sa figure une des versidisgdmme, par contre,
il n'a pas ajouté de facon systématique les réseaux de droitesrptagiliter I'utilisation, ce
qui s’expligue une fois de plus par sa volonté de proposer une représentation stiépg@métr

Figure 2.37. Le diagramme de Zeuner

Source : G. Zeuner (1869), p. 13.

b. Brasche

Brasche publie en 1870, soit un an aprés Zeuner, un essai sur le cédcialde de mortalité.

Pour sa démonstration, il se sert d’'un diagramme en temps etféiigute 39). Cette figure

comporte bien les réseaux de droites et suppose la présence sats-fis lignes de vie
pour son emploi. Il I'utilise pour répartir les déces en fonctiotiasmée de survenance, de
I'age des décédés ainsi que de I'année de naissance. Il désigriangles élémentaires par
des lettres. C'est a l'aide des effectifs de décédés lacaisés qu'il reconstitue le mouve-
ment de la population ou qu’il établit ses formules pour le calcul des probabilités de mour
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Figure 2.38. Le diagramme de Brasche
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Source : O. Brasche (1870), hors texte.

Dés 1870, la version la plus utilisée actuellement du diagramrbexite (apres sa remise au
goQt du jour par Pressat dans les années '50) est donc au point et spiezoniaitilise de
facon tout a fait moderne. On ne peut que regretter son laconisme aged@aboration du
diagramme :

« Pour une démonstration plus précise de cette proposition de méme que des
explications qui vont suivre, on a esquissé sur une table lithographique la
présentation schématique du mouvement de la population. Si on se repesente
schéma étendu de maniere quelconque dans la direction du temps haarsde

vers le bas) et le nombre des colonnes des classes d'agestemeeidecédées
continuées jusqu'a la plus haute classe d'age possible, si d'autre pertf de t

plus compte du fait que la grandeur relative des différents chasipsans
importance, le contenu de ce qui suit devrait rendre toute exphicat
supplémentaire du schéma inutifé »

Il est bien dommage que Brasche n’ait pas été plus explicite & pdepes réflexion
graphique. Par ailleurs, il ne signale aucune filiation pour sa comstrulitlaisse le lecteur
completement sur sa faim a ce sujet, alors qu'il est le prerai notre connaissance, a
proposer un diagramme en plan ayant toutes les qualités voulues ! Gedi&falication a
sans doute pesé lourd dans le manque de reconnaissance dont sanréfieratiere de
représentation graphigue a souffert, notamment de la part de Least.dlssi par ailleurs
possible que I'essai de Brasche ait été desservi parnesrtanéthodes qu’il a utilisées,
notamment pour corriger les problemes au niveau des données.

c. Becker

En 1874, dans un ouvrage une fois de plus consacré a la mortalité, Begasepaussi une
figure pour représenter les données. Tant les lignes de vie quesdéesixéde droites se
retrouvent dans les figures de Becker. Au contraire de BrasclokerBagrémente le
graphique de commentaires assez complets permettant d’en compediotictionnement, et
notamment la logique suivie pour établir les lignes de vie.

52

O. Brasche (1870), p. 20 (note de bas de pagenauBnée référant a la page 4 du texte).
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Figure 2.39. Le diagramme de Becker

& 2

Source : K. Becker (1874), hors texte.
Becker précisera entre autres que :

« On peut appeler "ensembl&stle vivants, de décédés ou de migrants des
groupes limités ainsi, désignés par certaines caractéristiqnesrnant la date de
naissance, la date de l'observation ou I'age et issus de laobassece. On peut
ainsi observer toutes sortes d'ensembles, et aussi déduire daidéaenta plus
simple tous les rapports entre eux. Dans la mesure ou seulppestsaentre
vivants, décédés ou migrants sont en question, on peut faciliter I'obsereat
négligeant toutes les lignes de vie et en considérant strictepserighes ou
surfaces délimitées comme les ensembles en question »

Comme le montre cet extrait, Becker a reconnu l'importance idegsl de vie pour
comprendre le fonctionnement de sa figure, mais aussi leur asgecfésatoire quand il
s’agit d’expliciter la logique d’'un calcul : seule compte la formeatenant les évenements
concernes.

d. Verwey

En décembre 1874, Verwey défend une these ou il abordera égalementitmngiesta table
de mortalité. Lui aussi, il introduit une figure pour expliciter lesthndes qu’il décrit ; il
s’agit d’un diagramme en plan avec les axes dévolus au moment sa@ncai®t a I'agec,
figure 2.41). Il utilise les lignes de vie ainsi que les réseauxrdites pour délimiter les
ensembles de vivants ou de décédés intervenant dans ses calculs.

Verwey reconnait avoir pris connaissance du livre de Becker, maigr@oment ou sa thése
était déja achevée, selon ses dires. S'il cite Knapp, ZeunezckeB il ne mentionne pas
Lexis, méme en décembre 1875 quand il publie un article en anglais sur le sujet de sa thése.

*  D'apres la terminologie de Knapp, qui est acceisiée

* K. Becker (1874), p. 15.
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Figure 2.40. Le diagramme de Verwey
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Source : A. Verweij(1874), hors texte.

e. Lexis

C’est en 1875, selon la date d’édition figurant sur le livre, que ld®dst pour la premiere
fois le graphique qui portera son nénDiagramme en moment de naissance et age, c’est
I'exacte réplique de celui de Verwey avec notamment leswnésiadroites pour faciliter la
localisation d’observationgf{ figure 2.42). C’est a propos de ce livre que Lexis débat de la
véritable date de publication dans son article de 1880 en insistam fir due I'ouvrage
était déja paru en 1874f( supra.

Figure 2.41. Le diagramme de Lexis par Lexis...
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Source : W. Lexis (1875), hors texte.

*  W. Lexis (1875).
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2.6.3.3. Rendons a Zeuner et a Brasche ce qui n’appartient pas a... Lexis

Un diagramme de Lexis ne compte que deux axes, mais permet algirrec trois
coordonnéed A notre connaissance, Zeuner fut le premier en 1869 & avoir proposé une
solution satisfaisante a ce sujet avec son diagramme en momeissknce et age. Brasche

le suit de pres dans cette voie en publiant en 1870 un diagrammeeavaces dévolus cette

fois au temps et a I'dge. Becker, enfin, propose en 1874, la trois@nsien du diagramme,

en privilégiant le temps et le moment de naissance.

En 1874/75, Verwey et Lexis reviennent sur la solution de Zeuner, maigppnnsant I'axe

des effectifs ; ils sont donc les premiers a proposer un graphiquegmiremplan avec le
moment de naissance et I'dge comme variables privilégiées.bieesdifficile de départager
ces deux auteurs en termes d'antériorité. La thése de Verwteyl@millésime de 1874 et le
livre de Lexis, celui 1875. Lexis a insisté sur le fait que soe kwvait déja paru en 1874 ; vu

la date de la préface, on peut préciser que la parution ne peut remonter avant octébre 1874

La thése de Verwey parut, selon les dires de Lexis, peu de tengsssapr ouvrage. A ce
sujet, on peut se demander pourquoi Lexis cite a chaque fois lesno&f® de I'article en
anglais paru en décembre 1875 quand il évoque cette these emdsasridefendue en
décembre 1874 ! Quoi qu’il en soit, Lexis signale lui-méme que l& thiaspas de rapport
avec son travail, ce qui en toute logique devrait 'empécher de tout revendiquer pour lui seul.

Que conclure a propos de la version moment de naissance etVajgré I'avantage de
Verwey en matiere d’antériorité officielle, on peut penser gsedeex auteurs ont a partager
la paternité de I'une des trois versions du diagramme dans sa catifigylane. Revenons-
en maintenant a l'invention du diagramme en tant que tel, et plus selancelle de la
version en moment de naissance et age.

En prenant le critétre des deux axes pour trois coordonnées, au pweyVer Lexis
disparaissent du palmares, si Zeuner est maintenu dans ses dlgitslmtroisieme axe et au
mieux, Si Zeuner est éliminé, se retrouvent a la troisieme pixcere Brasche et Becker. Si
le critere des réseaux de droites se surimpose au premigreiZdisparait ; Brasche se classe
en téte, suivi de Becker et finalement du tandem Verwey et Lexis.

Il est assez remarquable de constater que la version uldigdes souvent actuellement, du
moins dans le monde francophone, a été mise au point la premiereesté&s quasi ignorée
pendant plus de 75 ans avant d’étre « ressuscitée » par Pressat dans les années '50.

Il est piquant de constater que, en définitive, celui qui a lassé@éa@m au diagramme ne peut
nullement prétendre a sa paternité ; s’il a inventé quelque chosesioglement la version
qui est apparue la derniére. De plus, il doit partager cettetiomeavec un concurrent,
Verwey. Ce n’est pas tout : la version de Lexis s’inscrit darmdrdit chemin du travail de
Zeuner, paru en 1869, ce que Lexis a toujours refusé d’admettre, matguénentation
avancee par Zeuner. D’une maniere générale, on peut avoir I'ingorepse Lexis n'a pas
toujours bien saisi tous les tenants et aboutissants du graphique :

- de la version de Brasche, il prétend qu'il s’agit d’une ébatiales qu’elle constitue une
version compléete et, qui plus est, utilisée trés adroitement pectagt des principes
d’utilisation qu’il énonce notamment en 1880 : « Il n'est d'ailleurs pédsolument

* Pour cette partie, nous nous inspirons largemenedoublication antérieure : C. Vandeschrick (2001

A la fin de la préface, se trouve la mention « iy im October 1874 »f{ W. Lexis (1875), p. iv).
*®  Cf. W. Lexis (1903), p. 3.

57



Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditaba$a cohortisation 117

nécessaire que ces points soient dessinés ou que leur densité plusiograne soit
représentée graphiquement; la chose principale est toujours le Wsdmnes entre
lesquelles on se figure mentalement les points mortuaires’est exactement la fagon
dont Brasche utilise son diagramme, et ce, cing bonnes années avant Lexis !

- de la version de Becker, il ne comprend pas qu’elle présente tassmualités que la
sienne ¢f. point 2.6.2) ;

- au départ de sa propre version, il lui est arrivé de produire des commentaires gtonnant

S'il fallait rebaptiser le diagramme, deux choix s’offrent & nous :

- soit le diagramme de Zeuner, vu sa primauté en matiere de eefatémn de trois
coordonnées sur un systeme a deux axes ;

- soit le diagramme de Brasche, vu sa primauté en ce qui contoue tle réseaux de
droites et sa facon d'utiliser le diagramme.

Pour notre part, nous inclinerions pour la deuxieme possibilité, notammémnaion d'un
argument présenté par Lexis pour se défendre des attaques de Zeuner :

« Ma construction donne donc de suite une vision d'ensemble des décés dont les
ensembles sont tous délimités par des droites sur la surfheseleChez Zeuner,

par contre, les ensembles de personnes décédées n'apparaisseanspies
surface de base, mais dans une surface de coordonnées verticédeplanirde

base et sur le c6té, ce qui a pour conséquence que les ensegtblestaites
importants apparaissent avec des délimitations en partie todduessun dessin a

la perspective inconfortablé'»

Un diagramme, pour étre utile, doit nous aider a localiser argélae données ; il faut
reconnaitre que la construction de Zeuner ne peut se prévaloir deisinvol le recours a la
troisieme dimension. De ce point de vue de la simplicité, Bradetiance Lexis de 4 ou 5
ans, ce que ce dernier, pour rappel, n’a jamais véritablement compris ou admis !

Malgré cela, c'est bien I'appellation « diagramme de Lexis »'@giiimmposée et de maniere
solide, méme si, selon les sources, I'accord sur le r6le prépondéraekis n'est pas total.
Ainsi, par exemple, Seligman écrit & propos de 1°&xie Special mention must be made of...
a new method of graphic treatment of mortality, first broached i&ihigitung in die Theorie
des Bevolkerungsstatistik (Strasbourg 1875) and developed in later publicatixsnéme
Petersen et Petersen considérent Lexis comme l'iniffateut.exis diagram, first developed
by the German statistician Wilhem Lexis, has become a widely te®l| in demography ». J.
et M. Dupaquier accordent aussi une primauté a Lexis. Aprés avidgideala construction de
Becker, ils écrivefit: « A la fin de la méme année (bien que le titre porte ladkaf875), le
mathématicien allemand W. Lexis propose une solution beaucoup plus conopliete
permettre de résoudre tous les problemes de passage de l'dralgsersale a l'analyse
longitudinale et réciproquement ».

*®  Cf. W. Lexis (1880), p. 301.

® Cf. C. Vandeschrick (1992), pp. 1256-1260.

*  Cf. W. Lexis (1903), p. 4.

% E. Seligman (Editor in chief) (1963), pp. 426-427.

* W. et R. Petersen (1986), p. 523. Le suite du centaire décrit la versiotemps — agesans signaler du
ne sagit pas de celle utilisée par Lexis.

J. et M. Dupéaquier (1985), p. 386. Pour rappeton® que la construction de Becker est aussi pasdote
que celle de Lexis ; elle permet tout autant deudse le passage de l'analyse transversale aykanal
longitudinale et de fagcon peut-étre encore plugssiive : a I'horizontalité du longitudinal s’opgota
verticalité du transversal !

64



Chapitre 2. Le diagramme de Lexis et les conditaba$a cohortisation 118

Au contraire, Westergaard voit en Lexis un continuateur de ZeunenagipK, aprés avoir
expliqué les apports de ces derniers, il &crit As a worthy supplement a contribution by W.
Lexis can be mentioned. He too uses geometric methods ». Westergaticshneeégalement
Verwey, mais en citant son article en anglais et non sa theseeztandais. Caselli et
Lombardo signalent que Becker et Lexis ont résolu le probleme deréseatation sur un
plan des 3 coordonnées démographitju¥s 'antériorité de sa publication, I'avantage irait a
Becker, méme si ces auteurs n'abordent pas cette question.d€ettest reprise dans un
dictionnaire encyclopédique russe ou les apports de Zeuner, Knapp et Beckenis en
évidencé' ; par ailleurs, la version utilisée actuellement y est attribuée a Pressat

L'apport de certains des auteurs cités dans I'historique de I'élabatatdiagramme est plus
ou moins régulierement reconnu (Knapp, Zeuner, Becker et bien évidemmas) ;Lpar
contre d'autres restent largement inconnus (Verwey ou surtout BraBehejlleurs, le réle
de Lexis dans cette saga differe nettement selon les sousees initiateur selon les uns,
continuateur selon les autres. Mais dés lors, pourquoi donc l'appelatigramme de
Lexis » s’est-elle imposée ? Indépendamment du fait que sa versé&é régulierement
utilisée jusqu’a ce que Pressat repropose celle de Brasdhdat que Pressat n’a nullement
cherché a changer d’appellation, plusieurs hypotheses peuvent étre, a notre aviss avancée

- Lexis a longtemps travaillé sur ce diagramme ; sur une péded&0 ans, il a publié
différents écrits ou le diagramme occupe une place plus ou moingamigoPar ailleurs,
Lexis ne s'est pas contenté d'établir un graphique ; il en a aussi pdiffErsits modes
d'utilisation, comme par exemple la figuration des nombres d'évenediffétsnts par
des cercles de différentes couléUr#\ ce sujet, la question est de savoir si des
développements de ce genre étaient utiles. A notre avis, non. L'ulilisatderne s'en est
d’ailleurs éloigné !

- Lexis semble avoir été un scientifique considérable en son tesaps, doute plus
considérable que certains des autres chercheurs cités dawsidinst Par ailleurs, son
activité a largement dépassé le cadre de la dynamique des populations ;

- Lexis a aussi publié en francais, langue importante en nmadi@ statistique au dix-
neuvieme siécle, ce qui lui a donné une envergure internationale reconnue.

Le diagramme est mal nommé, mais son appellation perdurera sansRiout@age pour
Brasche et Zeuner et tant mieux pour Lexis !

2.7. Conclusions du chapitre 2

L'apport principal du deuxieme chapitre aura été [lidentificatimes conditions
mathématiques a respecter pour procéder a la cohortisation d'un phén&hade.que
d’aborder directement cette question par sa face purement mathémgtoint 2.4), nous
avons préféré opérer d’abord un détour en empruntant le chemin graphique2 (RpiiEn
effet, a l'instar de ce qui se passe pour I'exposé des méthaedyde démographique, le
diagramme de Lexis — sans étre indispensable a strictement paed beaucoup plus
palpables les éléments en jeu. Comme souligné au début du chapitre (point 2.2),lendéagra

de Lexis revét deux caractéristiques principales :

® H. Westergaard (1932), pp. 222-223.

®  G. Caselli et E. Lombardo (1990), pp. 402-403.

" Grande Encyclopédie Soviétique (éditeur) (199@),21, 93, 439-441.
A ce sujetcf. I. Esenwein-Rothe (1992).
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- bien que ne comportant que deux axes, il permet d'utiliser trois varipble y localiser
des observations ;

- l'utilisation du diagramme de Lexis suppose la présence de tiagscforcées, dans le
sens ou une unité d’observation ne peut quitter celle qui lui est dévolue.

Pour que ces deux caractéristigues émergent d’'un diagramme, afelitions doivent étre
remplies :

- la relation dans une combinaison linéaire des trois variablesuergndition nécessaire
pour se contenter de deux axes ;

- pour chaque individu, lI'invariance de I'une des trois variables, ce qaileat’apparition
des trajectoires forcées.

Les trois variableage tempset moment de naissansatisfont bien les deux conditions :
- elles se combinent dans la relation suivante :

age= temps - moment de naissance
- pour un individu, le moment de naissance est invariant.

Ces trois variables peuvent donc servir a confectionner un diagrashemieexis ; par
extension, si des observations se classent en les utilisant ceysteéene de référence, le
phénomeéne en cause pourra s’étudier en suivant les méthodes de la cohortisation.

L’explication — tant graphique que mathématique — du principe de la réddatieslume en
plan nous a aussi permis de mettre en évidence I'équivalence de swhitions
envisageables ; celles-ci se différencient selon le plan du vohitia¢ ®u les lignes de vie se
projettent. Par ailleurs, dans un premier effort de généralisanous avons montré que non
seulement 'age mais aussi le temps pouvaient tres bienleédgiace respective a d’autres
durées ; en conséquence, nous avons proposé une définition généraliséenption lde
cohorte en cas de variables temporelles.

Sur un plan plutét technique, il nous a semblé opportun d’envisager a lagalsageammes
de Lexis a plus de deux axes et les « Lexis pencils ». A nos yeux, segoiksid’utilisation
ne présentent que peu d’intérét ; en effet, elles supposent I'abdedbmne des qualités
remarquables du diagramme de Lexis : sa capacité a représsastiement de facon simple
les données. L'intrusion d’une troisieme dimension est en rupture a&vewincipe de
simplicité.

Finalement, dans un point historique, I'appellation du diagramme de Le&té& r@mise en
cause. En effet, sur base d’'une reconstitution aussi compléte que epoesibétapes de la
mise au point de cet outil, il appert clairement que Lexiseu @n aucun cas étre considére
comme l'inventeur du diagramme qui porte son nom ; bien plus, on a todelgenser qu'il

a éete plutdt dans les derniers « a sauter sur la balle ». Bragsta propose quatre a cing ans
avant lui une figure ayant toutes les qualités voulues, mériteeaitghus que Lexis d’avoir
laissé son nom au diagramme.

Dans le chapitre suivant, nous allons étendre la généralisationtitisaffion du diagramme
de Lexis en envisageant notamment le cas de variables non tdegpdkatdela de la simple
présentation de données sur un diagramme de Lexis, nous essayerons ensuéehdgitre

4, de montrer que I'analyse en cohorte pourrait aussi s’appliquer damgr@mstances et
déboucher sur des considérations intéressantes en matiére d’analyse del'obse



